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VORWORT. 


Uie  glänzende  Entdeckung,  durch  die  Herr  Fred  ho  Im  im 
Jahre  1900  die  Analysis  und  die  mathematische  Physik  bereichert 
hat,  ist  alsbahl  von  hervorragenden  Mathematikern  fortgebildet 
und  auf  neue  Gebiete  angewandt  worden.  Schienen  zunächst  die 
Existenzfragen  der  Potentialtheorie  den  Hauptvorteil  zu  gewinnen, 
so  haben  die  Herren  Stekloff  und  Hilbert  in  ihren  Abhand- 
lungen vom  Jahre  1904  die  mit  den  Fouri ersehen  Reihen  zu- 
sammenhängenden Randwertaufgaben  der  mathematischen  Physik 
den  neuen  analytischen  Hilfsmitteln  zugänglich  gemacht.  Durch 
ihre  Arbeiten  angeregt,  hat  Herr  Schmidt  ein  Jahr  darauf  in 
seiner  Dissertation  die  allgemeine  Theorie  der  Integralgleichungen 
in  eine  Form  gebracht,  die  an  Kürze,  Eleganz  und  Allgemeinheit 
kaum  zu  übertreffen  sein  dürfte.  Alle  diese  Arbeiten  haben  meine 
eigenen,  demselben  Gebiet  angehörigen  Untersuchungen  wesent- 
lich beeinflußt  und  angeregt. 

Aber  wozu  eine  zusammenfassende  Darstellung,  da  doch  die 
Literatur  des  Gegenstandes  in  schnellem  Wachstum  begriffen 
ist,  und  vortreffliche  Darstellungen  in  den  Werken  der  Herren 
Bocher  und  Kowalewski  vorliegen  ?  Ich  glaube  das  vor- 
liegende Werk  durch  folgende  Erwägungen  rechtfertigen  und  in 
seinem  besonderen  Wesen  kennzeichnen  zu  können. 

Die  Mathematiker  haben  sich  in  der  letzten  Zeit  überwiegend 
mit  der  Fortbildung  der  allgemeinen  Theorie,  insbesondere  mit 
gewissen  algebraischen  Analogien  beschäftigt.  So  interessant  die 
hieraus  entspringenden  Fragen  sein  mögen ,  will  es  mir  doch 
scheinen,  als  ob  ihnen  gegenüber  die  Anwendungen,  die  den  Aus- 
gangspunkt der  Fredholmschen  Entdeckung  gebildet  haben,  zu 
sehr  in  den  Hintergrund  getreten  wären.  Jedenfalls  ist  es  für 
den  Anfänger  wie  für  den  ferner  stehenden  Mathematiker  und  den 


VI  Vorwort. 

rbysiker  nicht  ^^anz  leicht,  an  der  Hand  der  vorliegenden  Lite- 
ratur zu  speziellen  Anwendungen  vorzudringen,  die  doch  bei  jeder 
lebensfähigen  Theorie  der  Prüfstein  ihres  dauernden  Wertes  sind. 
Ich  glaubte  deshalb  der  Wissenschaft  durch  ein  Werk  zu  nützen, 
das  ganz  und  gar  von  den  Anwendungen,  der  Wärmeleitung,  den 
freien  und  erzwungenen  Schwingungen  allgemeinster  Art  und 
der  Potentialtheorie  ausgeht,  das  jede  Aufgabe  individuell  und 
mit  einem  möglichst  geringen  Aufwand  von  allgemeiner  Theorie 
behandelt,  und  dadurch  zeigt,  was  die  neue  Theorie  Eigentümliches 
leistet  und  inwiefern  sie  etwa  den  älteren  Methoden  nur  parallel 
läuft.  Ich  hoffe  durch  eine  solche  Darstellung  nicht  nur  jüngere 
Mathematiker,  insbesondere  meine  Schüler  zu  fruchtbarer  Arbeit 
an  ergiebigen  Einzelfragen  anzuregen,  sondern  auch  die  theore- 
tischen Physiker  zur  Prüfung  und  Anwendung  der  neuen  Theorie 
zu  bewegen. 

Meine  Arbeit  an  dem  vorliegenden  Werke  begann  mit  Vor- 
lesungen und  Übungen,  die  ich  im  Sommer  des  vorigen  Jahres 
an  der  Breslauer  Universität  gehalten  habe.  Eine  Anzahl  meiner 
damaligen  Zuhörer  haben  in  Prüfungsarbeiten  und  Dissertationen 
Einzelfragen  im  Sinne  der  von  mir  vorgetragenen  Theorien  durch- 
gearbeitet, und  ich  habe  manche  der  so  gewonneneu  Resultate 
benutzen  können.  Für  vielfache  Anregung  bin  ich  meinem  Freunde 
und  Kollegen  Herrn  Schaefer  zu  Dank  verpflichtet,  der  als 
Physiker  den  Integralgleichungen  lebhaftes  Interesse  entgegen- 
gebracht hat. 

So  ist  das  Werk  aus  der  lebendigen  Wechselwirkung  des 
wissenschaftlichen  Verkehrs  entsprungen;  möge  es  auch  Leser 
finden,  die  eine  Gegenwirkung  ausüben,  indem  sie  die  hier  ent- 
wickelten Methoden  verbessern  und  auf  immer  neue  Kreise  von 
Aufgaben  anwenden. 

Breslau,  im  Dezember  1910. 

Adolf  Kneser. 
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Erster  Abschnitt. 
Integralgleichungen  und  lineare  Wärmeleitung. 


§1. 

Wärraeleitung  und  Wärmequellen. 

Ist  ti  die  Temperatur  eines  geraden  Stabes  von  der  Länge 
Eins,  der  einer  Umgebung  von  der  Temperatur  Null  eingebettet 
ist;  bedeutet  ferner  x  den  Abstand  von  einem  seiner  Endpunkte, 
t  die  in  einer  gewissen  Einheit  gemessene  Zeit  und  h  eine  Kon- 
stante, so  gilt  die  Gleichung 

du  d^u  ,, 
dt=  d^^-^'-''^ 
und  der  Fall  b  =  0  bedeutet,  daß  keine  Wärme  seitlich  aus- 
gestrahlt wird.  Diese  Gleichung  beruht  auf  den  Annahmen,  daß 
die  seitliche  Strahlung  der  •Temperaturdifferenz  proportional  ist, 
und  daß  der  Wärmefluß  längs  des  Stabes,  d.  h.  die  in  der  Zeit- 
einheit durch  den  Querschnitt  in  der  Richtung  wachsender  x 
durchtretende  Wärmemenge  der  Größe  — du/dx  proportional  ist, 
von  der  sie  sich  nur  um  einen  positiven,  durch  das  Material  des 
Stabes  bestimmten  Faktor  unterscheidet. 

Ist  die  Größe  du/dx  an  der  Stelle  x  ^  ^  stetig,  so  kann 
man  dies  durch  die  Gleichungen 


S  +  0  0  X 


^  Wx 


4  +  0 


d  x 

ausdrücken,  indem  man  die  an  das  Substitutionszeichen  gehefte- 
ten Symbole  |  —  0,  |  +  0  wie  gewöhnlich  dahin  deutet,  daß  die 
unabhä.igige  Variable  von  unten  oder  oben  her  gegen  den  AVert  | 
konvergiert.  Physikalisch  bedeutet  diese  Gleichung,  daß  von  der 
Seite  ic<Cl  her,  sagen  wir  von  links  her,  ebensoviel  Wärme   in 

Kneeer,  IntegralgleichuDgen.  i 
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den  Querschnitt  x  =  ^  hereinströmt,  wie  nach  rechts  ahströmt. 
Soll  daher  an  der  Stelle  a;  =  |  eine  Wärmequelle  liegen,  d.  h. 
soll  im  Ganzen  aus  dem  Querschnitt  a:  =  |  eine  Wärmemenge 
ausströmen,  die  die  einströmende  um  einen  konstanten  Betrag 
übertrifft,  so  muß  eine  Gleichung  von  der  Form 

du  -  +  '^  'dn_  " 

ö  X 


dx 


-\-  const. 


gelten,  speziell  etwa  die  Gleichung 


du 

dx 


i  —  O 


=  1, 


,-  +  0 


die  eine  Wärmequelle  von  der  Ergiebigkeit  Eins  definieren  möge, 
indem  wir  die  links  stehende  Größe  allgemein  als  Ergiebigkeit 
bezeichnen  wollen. 

Die  Wärmebewegung  nun,  die  durch  Quellen  und  einen  be- 
liebig angenommenen  Anfangszustand  hervorgerufen  wird,  ist  erst 
bestimmt,  wenn  über  die  Art  des  Ausflusses  der  Wärme  aus  den 
Enden  des  Stabes  Bestimmtes  vorausgesetzt  wird.  Indem  das 
Substitutionszeichen  auf  die  Variable  x  bezogen  wird  und  durch 
h  und  H  positive  Konstante  bezeichnet  werden,  können  die  wich- 
tigsten Fälle  in  folgender  Weise  gekennzeichnet  werden: 


(A) 
(B) 

(C) 


u\o  =  u\i  =  0. 


u 

du 

dx 


0  d_u 

'    dx 

du 

'  dx 


=  0. 


du      , 
hu 

d  X 


"=0,    y^+Hn 

dx 


0. 


Die  physikalische  Bedeutung  dieser  Gleichungen  liegt  auf 
der  Hand:  die  Enden  des  Stabes  werden  auf  der  festen  Tempera- 
tur Null  gehalten  oder  adiatherman  bedeckt  oder  lassen  Wärme 
ausstrahlen. 

Speziell  werde  angenommen,  die  Wärmeverteilung  sei  stationär, 
u  also  von  t  unabhängig,  und  an  der  Stelle  x  =  %  liege  eine 
(,)uellf  von  der  Ergiebigkeit  Eins.  Dann  hat  man  zur  Bestim- 
mung der  Temperatur  h;  die  Gleichungen 


d^w        ,„  ^      dw 

—  h'^w  =  0,     ^— 

dx^  dx 


i-o 


=  1 


+  0 
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und  eine  der  Randbedingungen  (A),  ...(D)  zu  erfüllen,  in  denen 
u  durch  IV  zu  ersetzen  ist. 

Diese  Aufgabe  ist  in  allen  Fällen  leicht  zu  lösen.  Die  Größe  lo 
wird  auf  den  Strecken  von  a;  ::=  0  bis  ic  =  |  und  von  a;  =  |  bis 
X  =  1  verschiedene  analytische  Ausdrücke  darbieten,  im  Punkte 
X  =  ^  aber  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  haben  und  stetig 
sein.  Nimmt  man  z.  B.  den  Fall  (A),  so  geht  man  davon  aus» 
daß  die  an  einer  der  Stellen  x  =  0  und  x  =:  l  verschwindenden 
Integrale  der  Gleichung 

(1)  ^_6-,.  =  0 

in  der  Form 

const.  ©inöa;,     const.  ©in  6(1 — x) 

dargestellt  werden  können,  wobei  die  gewöhnlichen  Zeichen 

^.            e"  —  e-"     rr  ■          e"  4- e-" 
(Smif  =  - ^ — ,    ^o\u  = ^2 

eingeführt  sein   mögen.     Sollen   nun    jene   beiden  Ausdrücke   an 
der  Stelle  |  dieselben  Werte  haben,  so  müssen  sie  die  Form 

const.  8in  ft  (1  —  ^)  ©in  h  x,    const.  ©in  h{\  —  x)  ©in  h  | 
mit  derselben  Konstanten  haben.     Setzt  man  jetzt  die  Gleichung 

d  w 
dx 


4-0 

=  1 

4+0 


an,  so  findet  man  für  x  <i  ^ 


©in6(l — ^)^\nhx 

für  a;>>|  dagegen 


6  ©in  6 


Im  Falle  6  =  0  erhält  man  speziell  die  Gleichungen 
w  =^  x{\—  ^),    x<^ 
IV  =  ^{l—x),     x>|. 
Beide  Ausdrücke  iv^  der  allgemeine  wie  der  spezielle,  sind  in 
x  und  I  offenbar  symmetrisch. 

Legen  wir  ferner  die  Randbedingung   (C)  zugrunde,   so  ist 
davon  auszugehen,  daß 

i^o\bx,     Qo\h{l—x) 
die  Integrale  der  Gleichung  (1)  sind,  deren  Ableitungen  an  einer 
der  Stellen  x  =  0  und  x  =  l  verschwinden;   daraus  folgt  leicht 

1* 
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''  = h^^b ''■<^ 

6oi^>(l-^).6oj6g  , 

"  -  b^Tb  '  ^>^- 

Hier  kann  nicht  ohne  weiteres  6  =  0  gesetzt  werden.  Das 
entspricht  der  Tatsache,  daß  im  Falle  (C)  beide  Enden  des  Stabes 
adiatherman  bedeckt  sind,  eine  Quelle  also  keinen  stationären 
Wärmezustand  ergeben  kann,  wenn  keine  Wärme  seitlich  aus- 
gestrahlt wird.     Wohl  aber  gilt  die  (ileichung 

bezeichnet  man  den  hierdurch  längs  des  ganzen  Stabes  definierten 
Ausdruck  durch  w,  so  findet  man  leicht 


d2 ^<;  ({ w  ^~^        ,      d  h:  i 0       d  u 


1 


-—  =  1      -—  ==1-—     =-—      =  0,       it'f/a:  =r  0. 

d  x^  dx   i  +  o  dx  \         dx  J 

Auch  diese  Größe   ist   physikalisch   leicht   zu   deuten.     Sieht 

man  —  Tv  als  Temperatur  an,  so  ist  die  in  das  Element  d  x  durch 

Leitung  eintretende  Wärmemenge  der  Größe 

f^Tf)    x  +  dx  d^w     -, 

(Ix   .r  ax^ 

proportional;  wenn  daher  in  diesem  Element  noch  eine  mit  dx 
proportionale  Wärmemenge  etwa  als  Joulesche  Wärme  eines 
galvanischen  Stromes  erzeugt  wird,  und  die  Proportionalitäts- 
faktoren angemessen  gewählt  werden,  so  folgt 

; — dx  -+-  d ;r  =  0; 

d  x^  ' 

d.  h.  die  eintretenden  Wärmemengen,  die  von  Leitung  und  Strom 
herrühren,  haben  die  algebraische  Summe  Null;  die  Temperatur 
jeder  Stelle  ist  von  der  Zeit  unabhängig.  Man  kann  also  — w 
als  stationäre  Temperatur  bei  der  Grenzbedingung  (C)  betrachten, 
wenn  eine  negative  Quelle  wirkt  und  außerdem  überall  eine  kon- 
stante Wärmemenge  etwa  durch  einen  Strom  erzeugt  wird. 

Wir  bezeichnen  den  Fall  (C)  bei  der  Annahme  6  =  0  als 
den  ausgearteten,  da  er  analytisch  wie  physikalisch  den  an- 
deren Fällen  gegenüber  als  Ausnahme  erscheint,  die  stets  beson- 
ders zu  untersuchen  ist. 
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Bei  den  Randbedingungen  (B)  und  (D)  beschränken  wir  uns 
auf  den  Fall  6  =  0  und  erhalten  bei  ersterer 

IC  =  X,    Ä-<|;     w  =  1,     x>|; 
bei  letzterer 

(l  +  ;..r)(l  +  i/[l-|]) 

{\  +  h^){\-{-H[\-x-]) 


§2. 
Uilfssatz  aus  der  Integralrechnung.     Quellenmäßig  dargestellte 

Funktionen. 

Die  Symmetrie  der  erhaltenen  Ausdrücke  bezüglich  der  bei- 
den Argumente  x  und  t.  ist  kein  Zufall.  Um  sie  als  notwendig 
einzusehen,  beginnen  wir  mit  einem  einfachen  Lemma  allgemeinen 
Charakters  aus  der  Integralrechnung. 

Ist  die  Funktion  fx  an  der  Stelle  |  so  unstetig,  daß  die 
Grenzwerte  /"(|  -f-  0)  und  /"(|  —  0)  endlich  und  bestimmt  sind, 
während  die  Ableitung  f  x  an  der  Stelle  ^  stetig  bleibt,  so  gilt 
die  gewöhnliche  Grundgleichung  der  Integralrechnung 

6 

fh  —  fa  =r  [f'x.dx 

a 

nur,  solange  die  Strecke  von  a  bis  h  die  Stelle  ^  nicht  enthält. 
Ist  dies  der  Fall  und  ist  |  die  einzige  Unstetigkeitsstelle  zwischen 
a  und  />,  so  zerlege  man  das  Integrationsintervall  durch  den 
Wert  I  in  zwei  Teile.     Dann  gilt  zunächst  die  Gleichung 


f^  —  fa  =]f'x.d. 


in  dem  Sinne,  daß  für  ft,  der  Wert  genommen  wird,  gegen  den 
fx  konvergiert,  wenn  man  x  vom  Inneren  des  Integrationsinter- 
valls des  letzten  Integrals  gegen  ^  heranrücken  läßt,  also  genauer 

f{^  —  0)  —  fa  =\f'x.dx. 
Ebenso  findet  man 

fh-f{^^0)=^f'x.dx, 
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also  auch 


fb  -  fa  =  /a  +  0)  -  f{^  -  0)  +  jf'x.dx 


oder 


^f'x.dx  =  f 


Jrfx 


t  +  o 


=  fx 


+  fx 


4-0 
i  +  0 


Wir  wenden  diese  Formel  auf  eine  der  in  §  1  hergestellten 
Größen  n-  an,  die  wir,  um  die  Abhängigkeit  von  der  Unstetigkeits- 
stelle  vor  Augen  zu  haben,  durch  A'(.r,  |)  und  als  Greensche 
Funktion  bezeichnen  wollen;  K' {x^  ^),  K"{x,  |)  seien  die  Ab- 
leitungen nach  dem  ersten  Argument.  Dann  hat  man  die 
Gleichung 

(1)  K"(x,^)-b^Kix,^)  =  0, 

und   wenn   K(x,  rj)   eine   Greensche    Funktion    mit   anderer   Un- 
stetigkeitsstelle  bedeutet,  die  dieselben  Grenzbedingungen  erfüllt, 

(2)  K"(x,ri)-h-^K{x,'n)  =  0. 

Bei  der  soeben  eingeführten  Voraussetzung  verschwindet  der 
Ausdruck 

31  =  K'{x,  ^)K(x,  7j)  -  K{x,  ^)K'{x,  rj) 

an  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  1,  und  gelten  die  Gleichungen 


K'ix,^) 


4  +  0 


=  A''(i-,  j;) 


1,-0 
'J  +  0 


1. 


Nun    ergibt   sich   aus    den    Gleichungen  (1)  und  (2),    indem 
man  die  erste  mit  K(x,  ??),   die  zweite  mit  K{x,  |)  multipliziert, 

A"(.r,  ^)E{x,  rj)  -  K"  (x,  rj)  K{x,^)  =  0, 

und  die  linke  Seite  ist  die  offenbar  stetige  Ableitung  des  an  den 
Stellen  ^  und  i]  unstetigen  Ausdrucks  31.  Das  soeben  bewiesene 
Lemma  ergibt  also 

0  =  j  [K"  {x,  ^)  K  (r,  n)  -  K"  (.r,  ij)  K  {x,  |)]  d  x 


=  31 


4-  31 


5-0 


S  +  o 


+  31 


•i  +  o 


oder,  da  wie  bemerkt  die  Gleichungen 

ilf  |o  =  Ji|i  =  0 
gelten. 
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M 


+  37 

5  +  0 


-  0, 

'/  +0 


Dasselbe   Resultat  ergibt  sich    auch  im   ausgearteten  Falle, 

für  den 

w  =  K{x,  ^) 

gesetzt  wird,  aus  den  dann  geltenden  Gleichungen 

1 

^"(.r,  D  — 1=0,     \K{x,^)dx  =  0. 

ü 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  Greenschen  Funktionen  K  zeigt 
sich  an  der  Größe 

Fx  =  \K(x,  ccjfa.du, 

0 

in  der  unter  fa  eine  Funktion  verstanden  werde,  die  auf  der 
Strecke  von  0  bis  1  gewisse  Stetigkeitseigenschaften  besitzt.  Um 
diese  bequem  formulieren  zu  können,  wollen  wir  fx  auf  einem 
gewissen  Gebiet,  etwa  der  Strecke  von  x  =  0  bis  x  =  1  stück- 
weise stetig  nennen,  wenn  diese  Strecke  durch  eine  endliche 
Anzahl  von  Teilpunkten  in  Teilstrecken  zerlegt  wird,  innerhalb 
deren  die  Größe  fx  stetig  ist,  während  sie  einem  endlichen 
Grenzwert  zustrebt,  wenn  man  sich  von  einer  beliebig  gewählten 
Seite  her  einem  der  Teilpunkte  annähert. 

Die  stückweise  stetigen  Funktionen  dürften  die  allgemeinsten 
unstetigen  Funktionen  einer  Variablen  sein,  die  in  den  Anwen- 
dungen vorkommen. 

Wenn  nun  fa,  auf  der  Strecke  von  a  =  0  bis  a  ^=  l  stück- 
weise stetig  ist,  so  gilt  die  Gleichung 

1 
F'x  =Ik'{x,  a)fa.da, 

0 

wie  man  erkennt,  wenn  man  Fx  aus  Integralen  zusammensetzt, 
in  deren  Intervallen  der  Integrand  und  seine  ersten  Ableitungen 
stetig  sind.    Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form 

T  1 

F'x=^K'{x,  a)/«.t^«4-j^'(a',  a)fu.da, 

0  X 

80  ergibt  sich  aus  ihr  für  eine  Stelle,  an  der  die  Funktion  fx 
stetig  ist, 
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X 

F"  X  =  I  K"  (a-,  «)  fa.da-^  K'  {x,  x—0)fx 


+  j  K"  (a-,  a)  /'a  .  (?  a  —  K'  (x,x-\-0)  fx, 

X 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  DifferentialgleichuDg,  der  die  Größe  K 

unterworfen  ist, 
1 

F"x=h^\K{x,  cy)fa.da^[K'{x,x—0)  —  K'{x,x-]-Qi)fx 
(3)  0 

=  ¥ Fx  -\-[K'{x,x  —  0)—K' (x, X  +  0)]  fx. 

An  den  Unstetigkeitsstellen  von  fx  bleibe  die  Größe  F"  Undefiniert. 

Nun  ist 

K'  (x,  x  —  0)  =  lim  K'  (x,  x  —  s) 

oder,  wenn  x  —  e  =  x^  gesetzt  wird, 

K'(x,  x  —  0)  =  lim  Ä''(ji  +  £,  Xi); 

t-  +0 

Xi  =1 — 0 

die  Größe  K' {x,  y)  ist  aber  in  dem  ganzen  Gebiet 

stetig  und  konvergiert  daher,  wenn  diese  Beziehungen  gelten  und 

X  und  y   gegen  |   heranrücken,   gegen   den  Wert   K' {^  -\-  0,  |); 

somit  folgt 

iL'(Ä-,  x—0)  =  K'{x  +  0,  a), 

und  ebenso 

K'{x,  x^O)  =  K'{x  —  0,  x), 

was  natürlich  auch  aus  den  exi^liziten  in  ij  1  gegebenen  Aus- 
drücken von  K  verifiziert  werden  kann.  Die  Gleichung  (3)  ergibt 
also  an  jeder  Stetigkeitsstelle  der  Funktion  fx 
F"  x  —  b^Fx  =  —fx.  [K'  (X  —  0,  x)  —  K'  {x  +  0,  xj\  =  —  fx, 
und  dasselbe  Resultat  ergibt  sich  auch,  wenn  man  K{x,  |)  =  j? 
setzt,  so  daß  K"  =  1,  6  =  0,  unter  der  Voraussetzung 


!/•«.(/«  =  0. 


Der  Ausdruck  Fx  kann  offenbar  als  die  Temperatur  gedeutet 
werden,  die  erzielt  wird,  wenn  die  ganze  Strecke  von  0  bis  1  mit 
Quellen  von  der  Ergiebigkeit  fx  belegt  wird,  deren  jede  einen 
stationären  Zustand  hervorruft.  Kann  eine  Funktion  von  x  in 
die  Form  Fx  gebracht  werden,  so  sagen  wir,   sie   sei   quellen- 
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mäßig  dargestellt  oder  auch  kurz  quellenmäßig.  Sie  erfüllt 
dann  offenbar  dieselben  Grenzbedingungen  wie  die  Funktion 
K(x\  I),  mit  der  sie  gebildet  ist,  und  hat  stetige  Ableitungen 
erster  und  stückweise  stetige  zweiter  Ordnung,  da  fx  stückweise 
stetig  sein  soll. 

Umgekehrt  läßt  sich  eine  stetige  Funktion  0x,  die  eine 
stetige  erste  und  stückweise  stetige  zweite  Ableitung  besitzt  und 
die  Grenzbedingungen  der  Größe  K{x,  ^)  erfüllt,  quellenmäßig 
darstellen;  im  ausgearteten  Falle  K  :=  w  ht  die  Bedingung 

1 
(4)  j  0  « .  c? «  =  0 

0 

hinzuzufügen. 

Sehen  wir  von  diesem  Fall  zunächst  ab,  so  ist  die  Größe 
fx  =  — 0"  X  -\-  h"^  0  X 
stückweise  stetig.     Multipliziert  man  sie  mit  K(x^  |)  und  addiert 
sie   zu   beiden  Seiten   der  mit  0x  multiplizierten  Gleichung  (1), 
so  ergibt  sich 

0x.K"(,r,  ^)  -  0"x.K{x,  I)  =  K{x,  ^)fx, 
^[0x,K'{x,  I)  -  0'x.K(x,  I)]  =  K{x,  l)fx. 

Integriert  man  und  benutzt  das  obige  Lemma  der  Integralrech- 
nung, so  folgt 

[0x.K'(x,^)  —  0'x.K{x,^)]  I'  -^0x.K'(x,^)  "~° 

(5)  l 

=  1  K(x,^)fx.dx. 

0 

Das  erste  Glied  der  linken  Seite  verschwindet  aber,  da  die  Funk- 
tion 0x  dieselben  Grenzbedingungen  wie  die  Greensche  Funktion 

erfüllen  soll;  somit  ergibt  sich 

1 

O|.[Z'(^-0,  r)-A-(|  +  0,  ^)]  =  0^  =IK(x,  ^)fx.clx, 

0 

d.  li.  die  Funktion  0  erscheint  quellenmäßig  dargestellt. 

Im    ausgearteten    Falle    ist    die    Gleichung    (1)    durch    die 

Gleichung 

K"{x,t)-l  =  0 

zu  ersetzen;  das  in  der  (Ueichung  (5)  hierdurch  erscheinende 
Glied  verschwindet  bei  der  Voraussetzung  (4),  und  man  erhält 
dasselbe  Resultat  wie  vorher. 


i+  0 
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§3. 

Übergang  zu  den  Integralgleichungen  und  einfachste 

Eigenschaften  derselben. 

Nach    diesen  Vorbereitungen   nehuien   wir  das   Problem   der 

linearen  Wärmeleitung  wieder  auf  und  suchen  demgemäß  Lösungen 

der  Gleichung 

du        c'^u        ,  „ 

die  einer   der  Grenzbedingungen  (A),  . . .  (D)  des  §  1  unterworfen 
sind.     Dazu  führt  der  klassische  Ansatz  von  Daniel  Bemoulli 

w  =  T.  cp  jc, 
in  welchem  T  von  t  aliein  abhängt.     Man  findet  sofort 


1  dT        1  /d^(p       j,    \ 


und  beide  Seiten  dieser  Gleichung  müssen,  da  sie  von  verschie- 
denen unabhängigen  Variablen  al)hängeu,  derselben  Konstanten 
gleich  sein,  die  wir  etwa  durch  —  {i  —  h'^  bezeichnen  wollen. 
Dann  ergibt  sich  weiter 

T  =  e-C"  +  '-')«, 

(1)  d^^     .  _ 

und  die  Größe  g)  muß  dieselben  Grenzbedingungen  wie  u  er- 
füllen. Sehen  wir  von  dem  P'alle  ^  r=  0  ab,  der  offenbar  zu 
dem  trivialen  Ergebnisse  rp  =  const.  führt,  so  folgt  aus  der 
Bedingung  (C) 


,  l  dtp 

w  a  X  = r^ 

^   d  X 


=  0; 


wenn  daher  die  Funktion  g?  mit  ihren  ersten  beiden  Ableitungen 
stetig  ist,  so  kann  sie  nach  §  2  in  allen  Fällen,  auch  dem  aus- 
gearteten, quellenmäßig  dargestellt  werden  mittels  der  zu  der  be- 
treffenden Grenzbediugung  gehörigen  Greenscheu  Funktion,  etwa 

in  der  Form 

1 

(2)  (p  X  ^   \  K  {j\  u)fci.du. 

0 

Hieraus  folgt  nach  §  2 

,—Z.  —  b^wx  =  —  fx: 
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kombiniert    man    dies    Resultat   mit   der   Gleichung   (1),    so    er- 
gibt sich  (h2    \    .,\^^ 

und  aus  der  quellenmäßigen  Darstellung  (2)  folgt  die  Beziehung 

1 
(3)  (p  X  =  k  \  K(x^  oi)(p  a.da, 

0 

in  der 

A  =  ?>2  _^  ^ 

zu  setzen  ist,  und  die  wir  als  homogene  Integralgleichung 
mit  der  Unbekannten  q)  bezeichnen.  Die  Greensche  Funktion 
K{x,  u)  heißt  der  Kern  der  Integralgleichung,  jede  stetige 
Lösung  (px  eine  Eigenfunktion  des  Kerns  und  die  Konstante  /., 
deren  Wert  zunächst  unbekannt  ist,  der  zugehörige  Eigenwert. 
Die  durchgeführte  Argumentation  zeigt,  daß,  abgesehen  von 
dem  Falle  <p  =  const.  jede  der  gesuchten  Funktionen  qp  eine 
Lösung  der  Integralgleichung  (3)  ist.  Aber  auch  das  Umgekehrte 
gilt.  Denn  zunächst  erfüllt  jede  Eigenfunktion  dieselben  Grenz- 
bedingungen vne  der  Kern,  was,  wenn  dieser  an  einem  Ende  des 
Stabes  verschwindet,  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Daß  dasselbe 
auch  für  die  anderen  Grenzbedingungen  gilt,  zeigt  die  Gleichung 

X  1 

7       1*  7      /* 

q)' X  =  X  -j —      K{x,  a)(pa.da  -\-  l  -^    ^(x,  c^)(pa.da 

0  X 

1 

=  A  \K'{x,  (/)(pa.dtt-^kK{x,x  —  Qi)  —  kK{x,  x-\-0) 


0 

1 


=  A  j Ä' (a:,  a) cpa.da. 

0 

Im  Falle  (C),  6  r=  0  hat  man  außerdem  die  Gleichung 
1 
\K{x,  ujdu  =  0, 

0 

also  auch  für  jede  Eigenfunktion 

j  (pa  .du  =  0. 

0 

Sodann    ergibt   die    Integralgleichung   (3),   indem    mau    ihre 
rechte  Seite  mit  der  Größe  Fx  des  §2  identifiziert, 
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oder  -^^  +  ^qp  =  0, 

womit  das  Behauptete  bewiesen  ist. 

Um  die  Vt'rbiiidung  zwischen  dem  Randwertproblem  und  der 
Integralgleichung  als  fruchtbar  zu  erkennen,  genügt  es,  einige 
der  einfachsten  Eigenschaften  der  Integralgleichungen  mit  stetigem, 
symmetrischem  Kern  zu  entwickeln. 

Es  seien  etwa  (pm-,  (fn  zwei  zu  den  verschiedenen  Eigen- 
werten /.,„  und  Ä„  gehörige  Eigenfunktionen,  die  wir  normiert 
annehmen  können,  d.  h.  so  bestimmt,  daß  die  Gleichung 

1 
^{(fuyda  =  1 

0 

gilt.  Das  ist  möglich,  da  jede  Eigenfunktion,  mit  einer  Kon- 
stanten   multipliziert,    Eigenfunktion    bleibt.      Dann    gelten    die 

Oleichungen 

1  1 

(p^  X  =  A,„  j  K  (a-,  «)  (p,n  « .  d  «,     (jp„  ./•  =  A„  J  K  (x,  «)  cp,,  a .  cl  a. 

0  0 

Um  den  allgemeinen  Charakter  der  an  die  letzten  drei 
Gleichungen  zu  knüpfenden  Folgerungen  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  sie  in  der  unbestimmten  Form 

( ((jp  a)2  r/  w  =  1,     <3P„,  j:  =  A„,  I  K{.f,  a)  (jp,„  « .  (/ «, 
(4)  •'  .  ^ 

<jp„  X  =  In  J  A' (./■,  «)  (jp„  « .  d  a 

schreiben  und  festsetzen,  daß  das  unbestimmte  Integralzeichen 
stets  die  Integration  über  dasjenige  Gebiet  bedeute,  das  in  der 
Integralgleichung  zugrunde  gelegt  wird  und  als  Grundgebiet 
bezeichnet  werde.  In  den  bisher  behandelten  Fällen  ist  das 
Grundgebiet  die  Strecke  von  x  =^  0  bis  a;  =  1.  Nichts  hindert 
aber,  das  (irundgebiet  auch  mehrdimensional  zu  nehmen,  wobei 
dann  x  und  a  nicht  Variable,  sondern  Stellen  dieses  Gebiets 
bedeuten. 

Multipliziert  man  nun  die  zweite  der  (ileichungen  (4)  mit 
A„g)„ir,  die  dritte  mit  A,„^„,a;  und  integriert  über  das  Gruud- 
gebiet,  so  ergibt  sich 

l,A(p„x.  (pm  X . d  X  =  l„  /.,„  ^d  x.q)„  X . J  K {x^ a)  q),„u.  d  «, 
Am  J  (p,n  X  .(p„x.dx  =  A„,  k„  \dx.  (p,„  X .  \  K{x,  a)  q)„  a.  du. 

Da  femer  die  Funktionen  K  und  cp  im  Grundgebiet  stetig  sind, 
kann    man    auf   der  rechten   Seite    dieser  Gleichungen    die   Inte- 
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grationen  vertauschen,  und  erkennt  so,  daß  die  rechts  stehenden 
Größen  gleich  sind.     Daraus  folgt  sofort 

(;.„,  —  l„)^q)„iX.(p„x.dx  =  0, 

und,  da  /.,„  von  /.„  verschieden  ist, 

\  CpjnO^.(pnO!,.da    =    0. 

Eine  solche  Beziehung  zweier  Funktionen  bezeichnen  wir  als 
Orthogonalität  und  sagen  demgemäß:  Zwei  zu  verschiedenen 
Eigenwerten  gehörige  Eigenfuuktionen  sind  zu  einander 
orthogonal. 

Wäre  nun  einer  der  Eigenwerte  komplex,  der  Kern  aber 
reell,  so  wäre  offenbar  auch  die  dem  Eigenwert  konjugiert  ima- 
ginäre Größe  ein  Eigenwert,  und  die  zugehörige  Eigenfunktion 
zu  der  dem  ersteren  Wert  zugehörigen  konjugiert.  Beide  Eigen- 
funktionen wären  ferner,  weil  zu  verschiedenen  Eigenwerten  ge- 
hörend, zu  einander  orthogonal;  es  verschwände  also  das  Integral 
des  Produktes  zweier  konjugiert  imaginärer  Größen,  was  unmög- 
lich ist.  Die  Eigenwerte  eines  reellen  symmetrischen 
Kerns  sind  also  reell. 

Aus  den  erhaltenen  Sätzen  gewinnt  man  die  Hoffnung,  eine 
willkürliche  Funktion  auf  dem  Grundgebiet  nach  den  Eigenfunk- 
tioneu  entwickeln  zu  können,  wenn  diese  in  unendlicher  Anzahl 
vorhanden  sind.     Denn  macht  man  den  Ansatz 

1,00 

und  integriert,  nachdem  man  mit  q),nX  multipliziert  hat,  glied- 
weise, so  findet  man  für  den  Fall,  daß  die  Eigenfunktionen  alle 
zu  verschiedenen  Eigenwerten  gehören, 

I  /"«  .  qp,„  « .  cZ  a  =  Ä„,j  {(p,n  a)2  cZ «  =  A,„. 

Eine  mit  diesen  Koeffizienten  gebildete  Entwickelung  heiße 
eine  Fouriersche  im  weiteren  Sinne  des  Wortes.  Die  erhaltene 
Reihe  wird  besonders  einfach,  wenn  man 

fx  =  K{x,  y) 
setzt.     Dann  findet  man  nämlich 

An  =  l  ^  («,  y)  fp»  «  •  f? «  =  -j^ 

und  die  Fouriersche  Entwickelung  des  Kerns  nimmt  folgende 
Gestalt  au: 
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1,00 


An 


Diese  Gleiclmug  wollen  wir  als  bilineare  Formel,  ihre 
rechte  Seite  als  bilineare  Reihe  bezeichnen.  Sie  ist  natür- 
lich ebensowenig  bewiesen,  wie  die  Fouriersche  Entwickelung 
von  fx.  Aber  eins  ist  schon  hier  zu  übersehen.  Gilt  die  bili- 
neare Formel  und  konvergiert  die  biliueare  Reihe  gleichmäßig 
oder  sogar  gleichmäßig  und  absolut,  so  kann  mit  einer  beliebigen 
stetigen  Funktion  /"«  die  Gleichung 

K(x,  a)fa.du  ^=  ^  ^-^     fu.tpnU.da 

augesetzt  werden,  und  die  Integralgleichung  ergibt 

I  Fa  .q)nOi.da  =  \  (p„a.dci\  K{a^  ß)fß.dß 
=  jfß.dß^K{a,ß)(p„a.da 
=   ^j<p,,ß.fß.dß. 

Die  Koeffizienten  in  der  Entwickelung  von  Fx  sind  also 
nach  der  Fourierschen  Regel  gebildet,  und  es  ist  unter  einer  der 
ausgesprochenen  Voraussetzungen  betreffs  der  bilinearen  Formel 
bewiesen,  daß  jede  quellenmäßig  darstellbare  Funktion 
in  eine  gleichmäßig  oder  gleichmäßig  und  absolut  kon- 
vergente Fouriersche  Reihe  entwickelt  werden  kanu. 

Dasselbe  gilt  also  nach  §  2  von  jeder  den  Grenzbedingungen 
unterworfenen  Funktion ,  die  eine  stetige  erste  und  stückweise 
stetige  zweite  Ableitung  besitzt. 

Die  hiermit  angebahnte  Entwickelung  einer  willkürlichen 
Funktion  wird  auch  beim  Problem  der  Wärmeleitung  erfordert. 
Man  bildet  eine  Lösung  von  der  Form 

^A„e     "   (p„x 

n 

und  sucht  sie  einem  gegebenen  Anfangszustand  anzupassen,  d.  h. 
die  Größen  A„  so  zu  bestimmen,  daß  man  zur  Zeit  t  =  0  eine 
gegebene  Funktion  fx  erhält.     Das  leistet  die  Gleichung 

fx  =  2  Au  (fn  X. 
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§4. 
Anwendung  auf  gewöhnliche  Fouriersche  Reihen. 

Die  durchgeführten  allgemeinen  Betrachtungen  wenden  wir 
auf  die  drei  Grenzbedingungen  (A),  (B),  (C)  an,  indem  wir 
b  =  0  setzen. 

Im  Pralle  (A)  ist  der   Kern   nach  §  2   durch   die  Gleichungen 

^  ^  K{x,^)  =  |(l-:r),     x>^, 

detiniert,  und  die  Eigenfunktionen  sind  die  an  den  Stellen  x  =  0 
und  X  =  l  verschwindenden  Lösungen  der  Gleichung 

also  die  Größen 

const.  sin  utcx, 

in  denen  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  oder,  wenn  man  normiert, 

cp^x  ■=  ]/2  sin  rt:ru:; 

der  zugehörige  Eigenwert  ist  dann  nach  §  3 

und  die  bilineare  Formel  demnach 

2  ^  sinw;r.r  .sin  n:r| 
(2)  K{x,  ^)=-,2^ -, , 

n 

indem  links  einer  der  Werte  (1)  einzusetzen  ist. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  direkt  beweisen,  indem  man  von  der 
elementaren  Formel 


1  ,   ^.sT«  sin  Cn  -^  ¥)x 

—  -h   >  cos  V  a:  =  — -r-^ ^^— 

2  '  -^  2  sin 


2 


ausgeht,  die  man  auch  auf  folgende  Weise  schreiben  kann: 

1  ^Vcosva;  ^  ÜLÖidlüf  4-  sin(»  +  i)a;.0.r; 

dabei  ist  die  Funktion  ^x  mit  ihrer  Ableitung  stetig  auf  jeder 
Strecke,  die  mit  x  =  0  beginnt  und  nicht  bis  an  die  Stelle 
a;  =  2  ;r  heranreicht.     Integriert  man  nun,  so  ergibt  sich 
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X     ,    '^  sin  vx  I*  siii(H  -^-  \)x    -,       .f^         ■     ,      ,i\7 

-  +  2  -^  =  I  — Hr^  '^-^  +  J  ^"' -''^  ^"  +  ^^ ^"^ 

0  0 

=    du  -\-     0 X . sin (w  -f-  i) xdx^ 

0  0 

und  das  letzte  Integral  der  rechten  Seite  wird,  wie  die  Gleichung 

0  A- . sin  (n  -\-  \)xdx  =z  —Ox !^ — , '  /^ 

J  «  +  I 

0 

X 

,    r  - ,      cos (n  A-  \).r  , 

J  »^    +    2- 

0 

zeigt,  mit  wachsenden  Werten  von  n  beliehig  klein.  Bei  positiven 
Werten  von  .r,  die  kleiner  als  In  bleiben,  erhält  man  daher  die 
Gleichung 

X     ,    ^sr^  sin  nx         f  sin  u   , 

»  (• 

und  wenn  x  ein  beliebiges  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  n  ge- 
legenes Intervall  durchläuft,  das  keinen  dieser  Werte  selbst  ent- 
hält, konvergiert  die  erhaltene  Reihe  gleichmäßig.  Als  Wert  des 
Integrals  auf  der  rechten  Seite  wird  sofort  \  n  gefunden,  indem 
man  x  =  n  setzt. 

Aus  der  erhaltenen  Gleichung  ergibt  sicli  weiter,  wenn  Xq 
und  j\  beliebige  Werte  zwischen  0  und  In  sind,  indem  man 
integriert, 

^\ — ^n"    I    x-iCoswTn  —  cosnx-i         %  ,  . 

-h^  +  2 ^^ =  2  (^'  -■'''"> 

Hier  konvergiert  die  links  auftretende  Reihe  in  beliebigen 
Gebieten  der  Variablen  x^  und  x-^  gleichmäßig,  ist  also  stetige 
f\inktion  dieser  (Jrößen;  da  dasselbe  von  den  übrigen  Gliedern 
gilt,  so  ist  die  Gleichung  auch  richtig,  wenn  mau  x^  ■=--  0  setzt: 

/oN  n;^  J 'S^  cosn-r,  nx^         x\ 

n  n 

Ersetzt  man  nun  .r,  durch  n  —  x,,  indem  mau  x^  nicht 
größer  als  n  nimmt,  so  folgt 
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..  >^    1        "sn  ( — l)"C08«a;i  Jt(n — Xi)        {n  —  a;i)2 

n  n 

Addiert  man  beide  Gleichungen  und  setzt  dann  a:i  =  0,  so 
findet  man 

l,x         ,  l,x 

2  V  —  —  2  V      ^      —  — 
2-i  n"-  -^  (2  w)2  4 

oder 

1    00  1    00 

Iv  — —  —      V  — — — 

n  n 

womit  die  Gleichung  (3)  in  die  folgende  übergeht: 

,  .  -,A  coswa:;i  tt^       a;2      jj-^^^ 

'  -^  -^       m2       "■  "6"  "•"  T         2"' 

>i 

dabei  wird  vorausgesetzt 

0  ^  iCi  ^  2  ;r. 

Setzt  man  nun  eine  der  Gleichungen 

x^  =  TT  (I  —  .r),  iCi  =  :nr  (^  -f  ic) 

an,  indem  man  unter  x  und  |  echte  Brüche  versteht,  deren 
zweiter  der  größere  ist,  so  sind  die  für  x-^  geltenden  Voraus- 
setzungen erfüllt,  und  man  erhält  aus  der  Gleichung  (5) 

„     (.    ,    r.  -^  sin  mtx  ^Wirnit 

Tt^X^   +    2  2    -2 =  ^'^' 

n 

d.  h.  die  zu  erweisende  Gleichung  (2)  unter  der  Annahme  x  <C^. 
Aus  der  Symmetrie  der  unendlichen  Reihe  folgt  weiter,  daß  für 
den  Fall  a:>>|  die  rechte  Seite  durch  ti-^  zu  ersetzen  ist,  und 
damit  ist  die  bilineare  Formel  (2)  bewiesen.  Die  bilineare  Reihe 
konvergiert  offenbar  gleichmäßig  und  absolut  in  jedem  Intervall 
der  Größen  x  und  |. 

Hieraus  folgt  nach  §  3,  daß  jede  quellenmäßig  dargestellte 
Funktion,  also  jede  Funktion,  die  auf  der  Strecke  von  x^  0 
bis  x=l  mit  ihrer  ersten  Ableitung  stetig  ist,  eine  stück- 
weise stetige  zweite  Ableitung  besitzt  und  an  den  Enden 
der  Strecke  verschwindet,  auf  der  bezeichneten  Strecke 
in  eine  gleichmäßig  und  absolut  konvergente  Fourier- 
sche  Reihe  nach  den  Eigenfuuktionen  sin»7r.r  entwickelt 
werden  kann;  d.  h.  setzt  man  an 

Kneaer,  Integralgleichungen.  2 
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1,00 

fx  =  2  A„  \2  sin  n;ra:, 

80  haben  die  Koeffizienten  die  Werte 

1 
An  =  J  /"« . y2 sin  HTiad u. 

0 

Ebenso  leicht  läßt  sich  der  Fall  der  Grenzbedingung  (B)  be- 
handeln.    Die  Eigenfunktionen  sind  die  Lösungen  der  Gleichung 

rfT^  +  ^'P^^' 
für  die  die  Bedingungen 

^  CIX 

bestehen;  man  erhält  offenbar  als  normierte  Eigenfunktionen 

(pnX  =Y^  sin  {n  —  l)^x,    n  =  1, 2, . . . 
und  als  Eigenwerte 

K  =  {n  —  iy7c-\ 

Die  bilineare  Formel  ist  daher 

„  __  2  ^  sm(n  —  l)7tx  sin(n  — |);r| 

^-  ;r^4^  (n-l)2  '    -'^^^ 

(6) 

fc  _  2  ^  sm{n  —  l)7cx  sin(n  — |);rg 

«  —  7t^2^  {n  —  iy  '  ^-^^• 

Diese  Gleichungen  kann  man  leicht  aus  den  Formeln  (3) 
und  (4)  ableiten,  indem  man  eine  von  der  andern  subtrahiert, 
dadurch  die  Summe 

>^  cos (2 n  —  \)Xi 

-^       (2n— 1)2 

bestimmt  und  in  den  Reihen  (6)  das  Produkt  der  Sinus  durch 
eine  Differenz  zweier  Cosinus  ersetzt.  Die  erhaltenen  Reihen 
konvertieren  wiederum  in  ])eliebigen  Strecken  gleichmäßig  und 
absolut.  Man  schließt  hieraus  nach  §3,  daß  eine  stetige  Funk- 
tion fx,  die  den  Bedingungen 

/"O  =  0,    f'l=0 

unterliegt  und  eine  stetige  erste  und  stückweise  stetige 
zweite  Ableitung  besitzt,  auf  der  Strecke  von  ./•  =  0  bis 
a-  =  1  in  die  gleichmäßig  und  absolut  konvergente  Reihe 
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1,00 

fx  =  ^^  Cn  sin  {n  —  \)Ttx 

entwickelt  werden  kann,  wobei 

1 
C„  =  2\  fa .  sin  (n  —  |)  ;t  w  ci «. 

0 

Endlich    erschließt   man    aus    der   Gleichung    (5)   leicht   die 
Formeln 

a;2  -|-  |2        y    ,    1  2  >A  cos nnx  cos nn^ 


2 


x-^  +  |2 


.     ,    1  2  >A  cos  w  7C  a;  cos  «  Ä  ^ 


l,co 


,     ,  ^    -f^  ^^°  nn  jy  uuB  rm  c  ^      ^ 


Das  ist  aber  die  bilineare  Formel  für  den  ausgearteten  Fall. 
Denn  die  linke  Seite  ist  nach  §  1  die  zugehörige  Greensche 
Funktion  JL(a;,^);  die  Eigenfunktionen  sind  nach  §3  die  Lösungen 
der  Gleichung 

^2  +  ^9^  =  0' 
für  die 

d q)  \^ d (p 

dx  \         dx 


=  0, 


mit  Ausschluß  der  Konstanten;  sie  haben  also  normiert  die 
Gestalt 

Y2co8n7tx,    «=1,2,... 

und  die  Eigenwerte  sind  n^n^.  Da  ferner  die  bilineare  Reihe 
offenbar  gleichmäßig  und  absolut  konvergiert,  so  ergeben  die 
Sätze  des  §3,  daß  eine  Funktion  fx,  die  dieselben  Stetig- 
keitseigenschaften besitzt,  wie  die  ebenso  bezeichnete 
in  den  Fällen  (A)  und  (B),  deren  Ableitung  an  den  Stellen 
X  =^  0  und  X  ^=  1  verschwindet,  die  ferner  die  Gleichung 

(7)  j/"«.(/«  =  0 

0 

erfüllt,  auf  der  Strecke  von  x  =  0  bis  a'  =  1  in  die  gleich- 
mäßig und  absolut  konvergente  Reihe 

(8)  fx  =  ^]  ( '„  cos  n  71 X 

n 

2* 
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mit  den  Koeffizienten 

1 

C„  =  2  j  /"« .  cos  n not. da 

0 

entwickelt  werden  kann. 

Läßt  man  die  Relation  (7)  fallen,  so  braucht  in  der  Formel  (8) 
nur  ein  konstantes  Glied  hinzugefügt  zu  werden. 

§5- 
Fouriersche  Reihen  für  unstetige  Funktionen. 

Die  erhaltenen  Sätze  über  die  Darstellung  willkürlicher 
Funktionen  leisten  noch  nicht  alles,  was  in  den  Anwendungen 
von  der  Fourierschen  Reihe  verlangt  wird.  Um  allgemeinere 
Resultate  zu  gewinnen,  gehen  wir  davon  aus,  daß  in  jedem  der 
drei  behandelten  Fälle  die  bilineare  Formel  als  Fouriersche  Ent- 
wickelung  der  Größe  K  (.r,  |)  betrachtet  werden  kann ,  die  an 
der  Stelle  x  =  ^  einen  unstetigen  Differentialquotieuten  aufweist, 
also  nicht  mehr  zu  den  Funktionen  gehört,  die  in  den  Sätzen 
des  §4  als  entwickelbar  nachgewiesen  sind.  Bildet  man  daher 
aus  beliebig  vielen  Summanden  das  Aggregat 

«1  ^(«,  ^i)  +  «1  K{x,  I2)  H , 

80  erhält  man  eine  Funktion ,  deren  erste  Ableitung  an  den 
Stellen  ^,,  ^2  •••  die  gegebenen  Sprünge  Oj,  Og,  ...  aufweist,  deren 
zweite  Ableitung  stetig  ist,  und  die  in  eine  absolut  und  gleich- 
mäßig konvergente  Fouriersche  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

Jetzt  sei  fx  irgend  eine  die  Grenzbedingungen  erfüllende 
Funktion ,  deren  Ableitung  an  den  Stellen  li ,  I2 1  •  •  •  so  unstetig 
ist,  daß  die  Gleichungen 

rai-O)  -  /■'(!,  +  0)  =  «„  /'(t^_0)-/"'(|,  +  0)  =  a^,  ... 

bestehen,  die  im  übrigen  aber  von  ./•  =  0  bis  .r  =  1  stetig  ist, 
während  f'x  nur  stückweise  stetig  zu  sein  brauclit.  Dann  liat 
die  Differenz 

iix  =  fx  —  ii,  K{x,  ^,)  —  ar^K(x,  I2) 

an  den  Stellen  ^1,  ^21  •••  eine  stetige  erste  Ableitung  und  über- 
haupt eine  stückweise  stetige  zweite  Ableitung;  sie  ist  also  quellen- 
mäßig darstellbar  und  gehört  zu  den  Funktionen,  die  nach  §4 
in   eine    gleichmäßig    konvergente   Fouriersche   Reihe    entwickelt 
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werden  können.     Dasselbe  gilt  daher  auch  wegen   der  bilinearen 
Formel  von 

fx  =  i'X  4-  a-i  K{Xy  li)  -|-  a2K{x,  ^2)  H 

Entwickelt  werden  kann  also  eine  Funktion,  deren  Ableitung 
eine  endliche  Anzahl  von  Sprüngen  macht,  während  im  übrigen 
die  in  den  Sätzen  des  §4  geltenden  Voraussetzungen  bei  Bestand 
bleiben. 

Um  auch  Funktionen  darzustellen,  die  selbst  unstetig  sind 
oder  die  Grenzbedingungen  nicht  erfüllen,  gehen  wir  von  folgen- 
dem allgemeinen  Satze  aus. 

Die  reelle  Variable  x  werde  auf  ein  Gebiet  &  beschränkt, 
und  in  diesem  sei  die  Reihe 

Fx  =  ^fyx 

V 

gleichmäßig  konvergent.    Wenn  dann  im  Gebiet  ©  auch  die  Reihe 

fx  =^f',x 

gleichmäßig  konvergiert,  so  gilt  in  diesem  Gebiet  die  Gleichung 

dFx 


dx 


=  fx. 


Wenn  nämlich  die  Strecke  von  .^o  bis  Xi  dem  Gebiet  ©  an- 
gehört, kann  man  die  Reihe  f  gliedweise  von  Xq  bis  x^  integrieren 
und  findet 

^fx.dx  =^(fvXi—fyXo)  =  FXi—Fxo\ 

dividiert  man  durch  x^  —  Xq  und  läßt  x^  an  Xq  heranrücken ,  so 
findet  man,  da  /',/•  stetig  ist,  sofort  die  behauptete  Gleichung  aus 
dem  ersten  Mittelwertsatze  der  Integralrechnung. 

Differenziert  man,  um  diesen  Satz  anzuwenden,  die  bilineare 
Formel  im  Falle  (A),  auf  den  wir  uns  beschränken,  gliedweise, 
80  erhält  man  die  Reihe 

2  -^  sin  M  TT  I  cos  mr  X 1  ^^  sin  n  n  (x  -|-  |) 

(1) 


+  i2 


'"   sin  n7i{^  —  ./■) 


11 

n 
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und  diese  konvergiert  nach  §4  gleichmäßig,  wenn  |  J^  — 1|  über 
einer  positiven,  aber  beliebig  kleinen  Grenze  liegt,  a:  -\-  ^  da- 
gegen von  2  um  mehr  als  einen  festen  Betrag  verschieden  bleibt. 
Daraus  folgt 

,^^    '                  ,,, ,     j..          2  ^  cosw^ra:  sinwTT^ 
(2)  A  (r,  t)  =  -^ , 

ri 

sobald  ./•  und  |  auf  der  Strecke  von  0  bis  1  liegen,  ohne  zu- 
sammenzufallen. 

Da  nun  nach  §  3  für  jede  Eigenfunktion  die  Gleichung 

1 


^n  J 


besteht,  so  kann  die  erhaltene  Reihe,   wie  auch  die  allgemeinere 

^  (f'n  x.cpn^ 

n 

als  Fouriersche  Reihe  betrachtet  werden,  die  man  mit  der  Größe 
K'{x^  I)  als  Funktion  von  |  bildet.  Die  Gleichung  (2)  gibt  da- 
her die  Fouriersche  Entwickelung  einer  Funktion  von  |,  die  an 
der  Stelle  x  unstetig  ist,  und  zwar  in  der  Weise,  daß,  wenn  man 
für  den  Augenblick 

setzt,  die  folgende  Gleichung  gilt: 

f(x-0)-f(.. +  0)  =  -1. 

Der  Wert  der  erhaltenen  Reihe  an  der  Stelle  |  =  2'  ist,  wie 
die  Gleichung  (1)  leicht  erkennen  läßt, 

Uf(^- 0)4- 1(^  +  0)]. 

Setzt  man  speziell  x  =  0,  so  erhält  man  die  Entwickelung 

TT  ^-^        n 

n 

und  die  dargestellte  Funktion  erfüllt  an  der  Stelle  |  =  0  die 
Grenzbedingnng  der  Eigenfunktionen  nicht;  die  erhaltene  Glei- 
chung gilt  hier  offenbar  nicht  mehr.  Entsprechendes  leistet  an 
der  Grenze  |  =  1  die  Reihe 


K 


'(1,|)   =  -|:=^2 


2  ^  ( —  l)"sinn3r| 
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Der  mit  beliebigen  Konstanten  a,  &,  &i,  ...  gebildete  Ausdruck 

kann  daher  nach  den  Eigenfuuktionen  smnnx  auf  die  Fouriersche 
Weise  entwickelt  werden  und  sein  Verhalten  an  den  Grenzen 
X  =  0  und  ./■  ^=  1 ,  sowie  an  gewissen  Unstetigkeitsstellen  ist 
durch  folgende  Beziehungen  gekennzeichnet: 

Der  "Wert  der  Reihe  in  einer  Unstetigkeitsstelle  ist  wie  bei 
f  I  das  arithmetische  Mittel  der  von  oben  und  unten  her  an- 
gestrebten Grenzwerte,  d.  h. 

Jetzt  sei  fx  eine  Funktion,  die  an  den  Stellen  tj^,  ri^i  ••• 
unstetig  ist,  deren  erste  Ableitung  an  den  Stellen  |i ,  ^j,  ...  un- 
stetig, im  übrigen  aber  stetig,  und  deren  zweite  Ableitung  stück- 
weise stetig  ist;  dabei  sei 

fO  =  a,  /•!  =  b,  f'a,n-0)  -  f'iU  +  0)  =  a^,  f{r}n-0) 

-fiVn  +  O)    =b„. 

Dann  ist  die  Differenz 

Fx  =  fx  —  ip  X  —  Wx 

auf  der  ganzen  Strecke  von  ,/'  =  0  bis  x  =  1  mit  ihrer  ersten 
A])leitung  stetig,  ihre  zweite  Ableitung  ist  stückweise  stetig  und  die 
Grenzbedingungen  der  Eigenfunktionen  werden  durch  Fx  erfüllt. 
Diese  Funktion  ist  also  nach  §  4  auf  die  Fouriersche  Weise  ent- 
wickelbar. Dasselbe  gilt  aber  von  t -v  und  '*Fx,  mithin  auch 
von  fx\  nur  an  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  1,  versagt  die 
Darstellung  vielleicht,  weil  dies  beim  Ausdruck  Wx  möglich  ist, 
und  an  den  Unstetigkeitsstellen  liefert  die  Pieihe  wie  die  für  ^.r 
aufgestellte  das  arithmetische  Mittel  der  Grenzwerte  f{x  —  0) 
und  f{x  -\-  0). 

HieiTiit  ist  gezeigt,  daß  Funktionen,  die  mit  ihren  ersten 
beiden  Ableitungen  stückweise  stetig  sind,  durch  die 
Fouriersche  Sinusreihe  dargestellt  werden  können.  Ebenso 
•wie  die  benutzten  Reihen  Ä^' (.r,|)  als  Funktionen  von  |,  konvergiert 
die  erhaltene  Fouriersche  Reihe  gleichmäßig  auf  jeder  Strecke, 
die  weder  einen  Unstetigkeitspunkt  der  dargestellten  Funktion 
enthält,  noch  eine  solche  der  Stellen  x  :=  0  und  a:  =  1,  in  der 
die  dargestellte  Funktion  von  Null  verschieden  ist. 
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Die  Methode,  die  zu  diesem  Ergebnis  geführt  hat,  ist  offenbar 
allgemeinen  Charakters  und  ergibt  für  die  soeben  definierte  Klasse 
von  Funktionen  fx  sofort  auch,  daß  sie  nach  den  Größen 
sin  (?? — \)^x  und  co8)?:r.r  entwickelt  werden  können,  wobei  in 
letzterem  Falle  die  Bedingung 


j /"«.(/«  =  0 


aufzustellen  oder  in  der  Entwickelung   ein  konstantes  Glied  ein- 
zufügen ist. 

§6. 
Das  Theorem  von  Hurwitz. 

In  allen  betrachteten  Fällen  ist  es  leicht,  eine  quellenmäßig 
darstellbare  Funktion  t^jc  zu  finden,  die  zu  einer  beliebigen  auf 
der  Strecke  von  ;/■  =  0  bis  x  =  1  stetigen  Funktion  fx  in  solcher 
Beziehung  steht,  daß  das  Integral 


D  =^{fa  —  rpayda 


so  klein  ist  wie  man  will.  In  der  Tat  kann  man  zunächst,  ab- 
gesehen vom  ausgearteten  Falle,  eine  Funktion  t/'o'"  konstruieren, 
die  geometrisch  durch  die  Ordinate  eines  Polygonzuges  dargestellt 
wird,  die  femer  die  Grenzbedingungen  der  Eigenfunktionen  erfüllt 

und  der  Größe 

1 

0 

einen  beliebig  kleinen  Wert  gibt;  denn  man  kann  bewirken,  daß 
die  Diflerenz  \fa — i'ooc]  zwischen  «  =  0  und  a  =  1  unter  einer 
vorgeschriel^enen  Grenze  liegt,  abgesehen  von  gewissen  Teil- 
strecken jenes  Intervalls,  in  denen  die  bezeichnete  Größe  zwar 
nicht  beliebig  klein  ist,  wohl  aber  unter  einer  festen,  nur  durch 
die  Funktion  /'«  bestimmten  Grenze  bleibt;  dann  ist  das  Integral  D,^ 
offenbar  beliebig  klein.     Ist  z.  B.  eine  der  Grenzbedingungen 

<jpO  =  0, 

so  wird  auch  i^-o  0  =  0  zu  setzen  sein,  die  Differenz  |  i^o «  —  / « I 
also  auf  einer  beliebig  kleinen,  mit  der  Stelle  x  =  0  beginnenden 
Strecke  nicht  beliebig  klein  sein,  aber  unter  einer  festen,  durch 
/O  bestimmten  Grensfe  liegen. 
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Rundet  man  nun  die  Ecken  des  Polygons,  dessen  Umfang 
die  Punkte  mit  der  Ordinate  tox  enthält,  in  der  Weise  ab,  daß 
man  in  den  von  zwei  zusammenstoßenden  Seiten  gebildeten 
hohlen  Winkel  einen  diese  Seiten  berührenden  Kreisbogen  legt, 
so  hat  der  erhaltene  Kurvenzug  eine  Ordinate  t-^',  die  sich  bei 
angemessener  Wahl  der  abrundenden  Bögen  von  i>QX  überall  um 
weniger  als  eine  vorgeschriebene  Größe  unterscheidet;  ferner  ist 
die  erste  Ableitung  t^'',r  stetig,  die  zweite  Ableitung  stückweise 
stetig  und  die  Grenzbedingungen  sind  erfüllt.  Die  Funktion  iIj  x  ist 
also  nach  §  2  quellenmäßig  darstellbar  und  bewirkt,  daß  der  abso- 
lute Wert  des  Integrals  D  unter  einer  vorgeschriebenen  Grenze  liegt. 

In  dem  ausgearteten  Falle   wollen   wir   der  Funktion  fx  die 

Bedingung 

1 

[fcc.da  =  0 

0 

auferlegen  und   die  Funktion  tl^x  wie  bisher   konstruieren;    dann 
ist  auch  der  absolute  Wert  der  Größe 


rj  =  \  iljudoc 


beliebig  klein  und  die  Funktion  ifcc  —  r]  ist  quellenmäßig  dar- 
stellbar und  80  beschaffen,  daß  sie,  für  t^a  gesetzt,  dem  Integral /> 
einen  beliebig  kleinen  absoluten  Wert  gibt. 

Die  hiernach  in  allen  Fällen  definierte  Funktion  ipcc  kann 
nach  §  4  in  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe  nach  den  Eigen- 
funktionen entwickelt  werden;  es  gibt  daher  eine  endliche  Reihe 
von  der  Form 

WX  =  \  <Pi  X  -\-h.ifp^X  -^   ■••   -\-  hmfpmX, 

die,  für  ip  x  gesetzt,  das  Integral  D  ebenfalls  so  klein  macht  wie 
man  will.  Diese  ist  offenbar  wie  ■^x  quellenmäßig  darstellbar; 
setzt  man  nämlich 

@X  =r   \l^(p^X  +   h^^^fPiX  -f-   •••   +   bm^mfpmX, 

80  findet  man  sofort 

1 

Wx=^K{x,  u)0u.da. 

0 

Jetzt  multipliziere  man  die  bilineare  Formel 
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mit  fa.&ß  und  integriere  nach  beiden  Variablen  von  0  bis  1; 
da  die  f]igeufunktionen  zu  einander  orthogonal  sind,  so  ist  offen- 
bar, wenn  m  >•  m, 

1 

i  &x .  q>,n x.dx  =  0 , 

0 

und  man  erhält  die  Gleichung 

1      1  1  1,  m 

[  {K{uß)fa.0ß.dudß  =  {fa.Wa.da  =  ^  «"^.-m 

0     0  0 

wobei  gesetzt  ist 

1 

0 

oder 

l,m 


fa.Wa.dx  —  2^auhu  =  0. 


0 

Da  ferner  offenbar  die  Gleichung 


;  1 ,  Hl 


daraus  folgt,  daß  die  Funktionen  (pnX  normiert  und  zu  einander 
orthogonal  sind,  so  gilt  die  Gleichung 

M  =  \{fn—  Ufaydcc=\(fuydu  +2^"  —  2  2«"^^' 

o'  0*^ 

deren   linke  Seite  unter  einer  vorgeschriebenen  Größe  liegt  und 
in  der  Form 

i  l,m'  l,m 

M=     {fuyda^^hf,  —  2  ^Uuhu 

0  UM 

l.nt  l  l,m 

M  0 

geschrieben  werden  kann.     Nun  gilt  aber  die  Identität 

f  r 


§6- 


Lineare  Wärmeleitung. 
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die  aus  den  soeben  erwähnten  Eigenschaften  der  Funktionen  cpnX 
folgt;  die  Größe  M  zerfällt  also  in  zwei  nicht  negative  Sum- 
manden, deren  einer  N  ist.  Mithin  liegt  auch  diese  Größe  bei 
geeigneter  Wahl  der  Zahl  m  unter  einer  vorgeschriebenen  Grenze. 
Sie  nimmt  aber  offenbar  ab,  wenn  man  )n  vergrößert,  nähert  sich 
also,  wenn  man  m  über  alle  Grenzen  wachsen  läßt,  der  Null  an, 
d.  h.  es  besteht  die  Gleichung 


1  ^ 


die  ein  wichtiges  Theorem  von  Hurwitz  ausspricht. 
In  den  Fällen  (A)  und  (B)  hat  man  zu  setzen 
1  1 

an  =  Y2  \  fu .  sin  n  71  ci  d  K ,     «n  =  y2  [  fcc.  sin  {n  —  \)itadc 

0  0 

Will  man  im  Falle  (C)  die  Bedingung 

1 

\  fa.doi  =  0 

0 

wegschaffen,  so  braucht  man  nur 

1 
c  =  \  fa.dci 

0 

und  fa  —  c  für  fa  zu  setzen;  man  erhält  so  die  Gleichung 

f  '•"  -  f 

(fci  —  cyda  :=^^a^,,     ün  =^V2     (fa  —  c)  cos  nTiudcc 

0  "0 

1 


cos  nnadu 


oder 


i  1,» 


J> 


a.da 


+  22 


1 

I  foc .  cos  n  TT 


ocda 
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§7. 

Würmeleitung  im  Ringe:  Eigenwerte  mit  mehreren 

zugeliürigen  Kigeufunktioneu. 

Bei  der  Wärmeleitung  in  einem  Hinge,  d.  h.  einem  linearen, 
in  sich  zurücklaufenden  Leiter,  sei  x  der  längs  desselben  ge- 
messene Abstand  von  einem  festen  Anfangspunkte,  1  die  Länge 
des   lUnges;    dann    ist   die   Temperatur   wie   in   §  3   Integral   der 

Gleichung 

du        c^u        ,, 

und  der  Umstand,   daß  zu   den  Werten  x  ::=  0   und  x  =  \  der- 
selbe Punkt  gehört,  fordert  die  Gleichungen 


_  du 
~  dx 
Setzt  man  daher  wie  in  §  3 


=  0. 


—  iu  +  h'i)t 

u  =  e  (p 

so  ergibt  sich  die  Differentialgleichung 

(1)  ':^.  +  ^^  =  o 

mit  den  Grenzbedingungen 
(2) 


1  0         et  u" 


=  0. 


Die  sämtlichen  Lösungen  dieser  Aufgabe  sind  die  Konstante  mit 
dem  Werte  ^  =  0  und  die  mit  beliebigen  Koeffizienten  An-,  B,, 
gebildeten  Aggregate 

^„co8  2w;ra:  -\-  BnSin2n7ix,     w  =  1,  2,  ••• 

zu  denen  die  Werte  fi  =  An^Ti-  gehören. 

Diese  Größen  erscheinen  als  Lösungen  einer  Integralgleichung, 
deren  Kern  die  stationäre  Temperatur  ist,  die  von  einer  an  der 
Stelle  X  =  ^  wirkenden  Wärmequelle  herrührt,  wenn  gleichzeitig 
die  Wärme  durcli  die  Oberfläche  des  Ringes  nacii  einem  beliebigen 
Gesetze  ausstrahlt.  Eine  solche  Temperatur  werde  durch  tv  be- 
zeichnet und  durch  folgende  Gleichungen  charakterisiert: 


(3) 


dx^ 


—  c2  w  =  0, 


dw 
dx 


0      '-^ 
'     dx 


=  1; 


t  0 


man  findet  leicht  auf  der  Strecke  0-<^<C^ 
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^^  ^  6ojc(-.r  +  ^-i)        dw^  ^  _@inc(-.x-+|-|) 
2  c  e>in  i  6-  '       dx  2  ©in  5  c 

und  auf  der  Strecke  1  >•  a:  >■  | 

^^  ^  Goj  c  (j-  —  I  —  ^)        dw  ^  ©in  c  (a:  —  I  —  |)  ^ 
2ci»in|c        '       da;  2©in^c 

Ferner  ergeben  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3): 

/  dw      div\  ^-^  ,  /    I   ox  r 

ri^  -"^1^)   1  +  0  +  ^^  +  '  ^J  ^^^"^  ==  ^' 

0 

oder,  wenn 

gesetzt  wird: 

1 

(4)  (px  =  A  I  Ä (.T,  a)(po(..da. 

0 

Umgekehrt  findet  man,  wenn 

1 
Fx  =  f  K{x^  oc)  fu.dcc 
0 

gesetzt  wird  und  fu  eine  stückweise  stetige  Funktion  ist, 
1 

(5)  F'x  =^  K' {x,  «)  fa . d «,  F" x  =  c^Fx  —  fx, 

0 

so  daß  aus  der  Integralgleichung  (4)  immer  folgt 

q)"x  =  c^cpx  —  Xcpx  =  —  ^g)X. 

Die  Randwertaufgabe  (1),  (2)  und  die  Integralgleichung  (4)  haben 
also  auch  hier  genau  dieselben  Lösungen,  und  die  zweite  Glei- 
chung (5)  führt  wie  früher  zu  dem  Satze,  daß  jede  Funktion,  die 
die  Ilandbedingungen  erfüllt,  eine  stetige  erste  und  stückweise 
stetige  zweite  Ableitung  besitzt,  in  der  Form  Fx,  also  quellen- 
mäßig dargestellt  werden  kann. 

Das  Besondere   gegenüber   den  früher  behandelten  Aufgaben 
ist  hier,  daß  jedem  Eigenwerte 

abgesehen  vom  Werte  l^  =  c^,  zwei  zu  einander  orthogonale  nor- 
mierte Eigenfunktionen 

^2  cos  2  na ^,     y^8in2«;r.r 
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zugehören,  denen  beliebige,  mit  konstanten  Koeffizienten  gebildete 
Aggregate  aus  ihnen  beigesellt  werden  können;  zum  Eigenwert 
Aj  =  C'  gehört  als  einzige  normierte  Eigeufuuktiou  die  Kon- 
stante 1.  Als  bilineare  Formel  würde  man  also  geneigt  sein, 
folgende  Gleichung  anzusetzen: 

„,  j^.  1  .  ^  cos2»J3rj:' cos2»jr|  -j- sin2w7ra;  sin  2M3r| 
•Ä(^.  §)  =  ^  +  2  2,  c2  +  4n2;t2 

und  diese  Gleichung  bestcätigt  sich  leicht,  wenn  man  die  Funktion 
6oj  ax  in  eine  Cosinusreihe  entwickelt;  man  erhält  nämlich 

Hieraus  erschließt  man  nach  der  Methode  des  §  5  die  bekannten 
Sätze  über  die  Darstellung  einer  periodischen  Funktion  durch  die 
Fouriersche  Sinus -Cosiuusreihe,  wobei  für  fx  dieselben  Singula- 
ritäten wie  in  §  5  zugelassen  werden. 

Schreibt  man  die  bilineare  Formel  in  der  Gestalt 

K(r  ^^  _  1  —  9  ^  cos2w7r(a,-— I) 
•^l-^'«;         c2  —  -2a      ^2  +  4jr2w2      ' 

n  ' 

SO  kann  man  auch  c  =  0  setzen;  die  linke  Seite  geht  dann  z.  B., 
wenn  x  <^^  ist,  in  den  Ausdruck 

'=»1        2.Sm|  'j 

wenn  a:  >  |,  in  den  Wert 

^{X  t,  2)         I       24» 

über.  Bezeichnet  man  die  hiermit  definierte  symmetrische  Funk- 
tion von  ./   und  |  durch  K{3i\  ^),  so  gilt  die  Gleichung 

,,,     y  ^  y2co82ji7ra;.\/2^cos2n7r^-|-y2^sin2w:nrr.y2^sin2w7r| 

^^  (•'•»  ^)-2a  T^[^^  ' 

n 

die  auch  aus  den  Formeln  des  §  4  leicht  verifiziert  werden  kann. 
Man  sieht  aus  dieser  Formel,  daß  die  (irößen 

(6)  |'^cos2w3rÄ;,     y2sin2w:Ta;,     m=1,  2,  ... 
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die  beiden  zum  Eigenwerte  in^n^  gehörigen  normierten  Eigen- 
funktionen des  neuen  Kerns  sind,  der  seinerseits  die  Gleichungen 

1 
K"{x,  ^)  —  1  =  0,         j/f(a,  x)da  =  0 

0 

erfüllt.  Mit  diesem  Kern  sind  also,  ähnlich  wie  nach  §  3  mit  tr, 
nur  die  Funktionen  fx  quellenmäßig  darstellbar,  die  die  oben 
geforderten  Eigenschaften   besitzen  und  außerdem   die  Gleichung 

1 
(7)  jV«.f^«  =  0 

0 

erfüllen.  Nach  den  Eigenfunktionen  (6)  sind  also  nicht  beliebige 
willkürliche  Funktionen  von  der  beim  vorigen  Kern  geforderten 
Beschaffenheit  zu  entwickeln,  sondern  nur  solche,  die  die  Glei- 
chung (7)  erfüllen,  was  natürlich  sofort  bewirkt  wird,  indem  man 
einen  konstanten  Summanden  hinzufügt.  Damit  ist  wiederum  die 
Fouriersche  Sinus -Cosinusreihe  abgeleitet. 

§8. 

Eigenwerte  mit  mehreren  zugehörigen  Eigenfunktionen  bei 

beliebigen  Kernen. 

Um  die  neue  Erscheinung,  daß  mehrere  zu  einander  ortho- 
gonale Eigenfunktionen  zu  demselben  Eigenwerte  gehören,  ge- 
nauer zu  durchschauen,  nehmen  wir  an,  zum  Eigenwerte  A^ 
gehören  die  zu  einander  orthogonalen  normierten  Eigenfunktionen 
(jPi X,  (p2 X,  ••  •  (pkX  als  Lösungen  der  Integralgleichung 

(px  =  A  \  K(x,  a)(pa.da,, 

in  der  das  unbestimmte  Integralzeichen  wie  in  §  3  auf  ein  Grund- 
gebiet bezogen  werde,  das  wir  ein  für  allemal  festhalten;  dabei 
braucht  der  Kern  nicht  symmetrisch  vorausgesetzt  zu  werden.  Wir 
bilden  nun  die  nicht  nei^ativc  Größe 


P=      \\K{X,K)   ^CyCfyU 


di 

l,fc  1,/c 


=  [k{x,  uyda  -{-'^c't  —  2  2^'v  [K{x,a)(p, 

J  y  y  J 

setzt  man  speziell 

Cy  =     K{x,  (xjcpyudci  Z=-^y—  , 
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SO  fijidet  man 


(cpyXy 


^'l 


und  hieraus 

j*  Fd.r  =  [[k{x,  aydadx  -  ^^, 

und  diese  Größe  ist  wie  P  nicht  negativ.     Daraus  folgt 

fc  ^  II       K{x^  aydadx, 

d.  li.  die  Anzahl  /.•  hat  eine  gewisse  obere  Schranke,  und  zu 
jedem  Eigenwert  kann  nur  eine  endliche  Anzahl  zu  ein- 
ander orthogonaler  Eigenfunktionen  gehören. 

Es  sei  nun  das  System  der  Funktionen  cp^x,  . . .  (p,;X  ein 
solches,  in  dem  Ic  seinen  größten  Wert  erreicht;  dann  läßt  sich 
zeigen,  daß  jede  zu  Aj  gehörige  Eigenfunktion  in  der  Form 

Ci(piX   -\-   C2(p2X  -\-   ••■  -\-   CkCpkX 

dargestellt  werden  kann  mit  konstanten  Koeffizienten  c,.  Wäre 
nämlich  t^jc  eine  Eigenfunktion,  bei  der  dies  nicht  möglich  ist, 
so  könnte  man  die  Konstanten  b  so  bestimmen,  daß  der  Ausdruck 

i^X  =^  ipX  — 2  ^y^y^ 

y 

ZU  allen  Funktionen  qo,  a:,  (p<i-i'i  •••  fpk^  orthogonal  wäre;  es  genügt, 

hv  ^=  I  t\u.  rp,  a  .da 

zu  setzen.  Die  so  erhaltene  Funktion  iI^qX  kann  nicht  identisch 
verschwinden,  da  dann  il^x  durch  cp^x.,  ...  linear  ausgedrückt  er- 
schiene, entgegen  der  Voraussetzung.     Man  hat  also  in  den  Funk- 

^^^^^^  i'o^^     <Pl^1     9>2^^     •••  <PkX 

ein  System  von  fc  -|-  1  zu  einander  orthogonalen  Eigenfunktionen, 
die  zu  dem  Eigenwert  Aj  gehören,  was  der  Definition  der  Zalil  Je 
widerspricht.  Damit  ist  gezeigt,  daß  t-v  von  den  Funktionen 
(PiX^  (PiX,  ...  cpkX  linear  abhängig  sein  muß.  Zu  jedem  Eigen- 
wert einer  Integralgleichung  mit  stetigem,  symmetrischem 
oder  unsymmetrischem  Kern  gehört  also  eine  endliche 
Anzahl  zu  einander  orthogonaler  normierter  Eigenfunk- 
tionen, durch  die  jede  andere  zu  demselben  Eigenwert 
gehörige  Eigenfunktion  des  Kerns  linear  mit  konstanten 
Koeffizienten  ausgedrückt  werden  kann. 
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Die  Gesamtheit  der  zu  allen  Eigenwerten  gehörigen  Systeme 
zu  einander  orthogonaler  Eigenfunktionen  heißt  ein  vollständiges 
normiertes  Orthogonalsystem  des  betrachteten  Kerns.  Jede 
Eigenfunktion  des  Kerns  ist  lineare  Kombination  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Gliedern  des  vollständigen  Systems  mit  kon- 
stauten Koeffizienten;  ist  der  Kern  symmetrisch,  so  sind  alle  Glieder 
des  Systems  zu  einander  orthogonal,  da  die  zu  verschiedenen  Eigen- 
werten gehörigen  Eigenfunktionen  schon  in  §  3  als  zu  einander 
orthogonal  erkannt  sind. 

An  dies  Resultat  schließen  wir  zwei  Korollare.  Zunächst  sei 
durch  (foX  irgend  eine  Anzahl  von  Gliedern  des  vollständigen 
Systems  bezeichnet;  k,j  seien  die  zugehörigen  gleichen  oder  un- 
gleichen Eigenwerte,  der  Kern  symmetrisch.  Dann  gibt  die  Un- 
gleichung 


\[K{x,  a)  ~^c,,(pocx,fdoc  ^  0, 


indem  man 


r  w  cc 

c^  =  \  K(x,  a)(poa.dcc  =  -^^— 
setzt,  ähnlich  wie  bei  einer  oben  durchgeführten  Rechnung 
[k{x,  ayda  —^c?,^  0, 

{K{x,ayda-^i^lpl^O. 
Integriert  man  nach  x,  so  folgt 


{[k{x,  aydadx^^^; 


von  den  reziproken  absoluten  Werten  der  Eigenwerte  kann  also 
nur  eine  endliche  Anzahl  eine  vorgeschriebene  Grenze  über- 
schreiten; die  Eigenwerte  häufen  sich  im  Endlichen  nicht. 
Ein  zweites  Korollar  betrifft  die  mit  dem  vollständigen  System 
gebildete  bilineare  Reihe 

l,oc 

.^  (jp,. x.(p„§ 

die,  wie  wir  annehmen  wollen,  gleichmäßig  konvergiere,  wenn  x 
und  I  das  Grundgebiet  durchlaufen.     Dann  ist  die  Differenz 

K  n  e  B  e  r ,  Integralgleichungen.  g 
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ebenso  wie  Ä  eine  stetige  symmetrische  Funktion  von  ./■  und  | 
auf  der  bezeichneten  Strecke.  Nehmen  wir  nun  den  Fundamental- 
satz  voraus,  der  im  fünften  Abschnitt  bewiesen  wird  und  aussagt, 
daß  jeder  stetige  symmetrische  Kern  mindestens  eine 
nicht  identisch  verschwindende  Eigenfunktion  l)esitzt, 
80  gibt  es  eine  nicht  identisch  verschwindende  Funktion  tx,  die 
die  Gleichung 

(1)  il;x  =  ^\  Q{x,  a,)ipa.da 

erfüllt,  in  der  /u.  eine  Konstante  bedeutet.  Multipliziert  mau  mit 
q)„x  und  integriert,  was  erlaubt  ist,  in  der  Reihe  Q  gliedweise, 
so  ergibt  sich 

(2)  \}};x.(pnX.dx  =  ^\tci-da(\  K{x,  a)q)„xdx  —  -^~~]  =  0; 

aus  der  Integralgleichung  (1)  folgt  somit 

i/>  ip  =  fi  j  K{x,  a)i>a.  d  a. 

Hiernach  wäre  ■^x  eine  Eigenfunktion  des  Kerns  K{x^  |),  also 
ein  Aggregat  von  Funktionen  g)„a:  mit  konstanten  Koeffizienten. 
Das  widerspricht  aber  den  Gleichungen  (2),  und  der  Widerspruch 
löst  sich  nur,  wenn  ^(.r,  |)  identisch  verschwindet: 

n 

Aus  dem  zitierten,  später  zu  beweisenden  Fundamentalsatze 
folgt  also,  daß  die  bilineare  Formel,  gebildet  mit  dem 
vollständigen  Orthogonalsystem  eines  stetigen  symme- 
trischen Kerns,  immer  gilt,  wenn  die  bilineare  Reihe 
bezüglich  beider  Variabein  in  dem  ganzen  Grundgebiet 
gleichmäßig  konvergiert. 


Zweiter  Abschnitt. 

Integralgleichungen  und  Schwingungen  linearer 
Massensysteme. 


§9- 
Integralgleichungen  und  freie  Schwingungen. 

Zu  Anwendungen  der  Integralgleichungen  auf  das  Gebiet  der 
Mechanik  führen  die  folgenden  Betrachtungen. 

In  einem  stetig  zusammenhängenden  Massensystem  von  einer 
Dimension  sei  dx  das  Massenelemeut,  x  die  Gesamtmasse  des 
Stückes  vom  Anfangspunkt  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  hin. 
Das  System  sei  imstande,  um  eine  Gleichgewichtslage  kleine 
Schwingungen,  d.  h.  rein  periodische  Bewegungen  von  kleiner 
Amplitude  auszuführen.  Die  Parameter,  die  die  möglichen  Lagen 
des  Systems  bezeichnen,  seien  g„,  wobei  n  hier  wie  fortan  stets 
eine  bestimmte  endliche  oder  unendliche  Reihe  von  Zahlen  1,  2, .  .  . 
repräsentiere;  von  den  Schwierigkeiten  des  Unendlichen  sehen  wir 
ab,  solange  die  entwickelten  Formeln  nur  als  Wegweiser  dienen. 
Die  Größen  q„  seien  ferner  so  gewählt,  daß  dem  Wertsystem 
qn=  0  die  Gleichgewichtslage  entspricht,  und  daß  die  Differential- 
gleichungen der  kleinen  Eigenschwingungen  die  Gestalt 

annehmen,  wobei  A„  positive  Konstante  seien.  Diese  Gleichungen 
ergeben  sich  als  Bewegungsgleichungen  nach  der  Regel  von 
Lagrange,  wenn   die  lebendige   Kraft  des   Systems   in    der  Form 

■"  —  2  ^\dt  )  ' 

n 

die  potentielle  Energie  in  der  Form 
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n 

angesetzt  wird. 

Bei  kleinen  Schwingungen  um  die  Lage  qn  =  0  kann  die  Ver- 
rückung jedes  Massenpunktes  aus  seiner  Gleichgewichtslage,  die 
wir  durch  n  bezeichnen,  als  lineare  Funktion  der  Größen  ^„  an- 
gesehen werden;  sie  sei  etwa 

u  =  ^  qnq>nX 

n 

und  sei  in  jedem  Massenelement  nur  in  einer  bestimmten  Rich- 
tung und  der  ihr  entgegengesetzten  möglich. 

Dann  gilt  für  die  lebendige  Kraft  auch  der  Ausdruck: 

in  dem  das  Integralzeichen  wie  fortan  stets  die  Integration  über 
das  ganze  Massensystem  bezeichne.  Vergleicht  man  die  beiden 
Ausdrücke  von  T,  so  ergeben  sich  sofort  die  Beziehungen 

{{^n^ydx   =r    1,       I  (p„X.(p,nX.dx  =   0    (tU   ^    il). 

Auf  das  betrachtete  System,  das  wir  in  beliebiger  von  der 
Gleichgewichtslage  wenig  abweichender  Lage  voraussetzen,  wirke 
von  außen  her  ein  Kraftsystem  ^,  das  an  jeder  Stelle  x  die  Arbeit 
Xdudx  leistet,  wenn  die  Verrückung  u  durch  u  -|-  Öu  ersetzt 
wird.     Da  nun  offenbar  die  Gleichung 

n 

gilt,  wenn  der  Verschiebung  öu  an  den  Parametern  q„  die  Varia- 
tionen Öqn  entsprechen,  so  ist  die  gesamte  Arbeitsleistung  der 
Kräfte  k 

l  Xöudx  =^]  öq„  I  X(p„x.dx 

oder 

2  Qnöq,,, 

n 

wenn  die  den  Parametern  g„  entsprechenden  Kraftkomponenten 
im  allgemeineren  Sinne  des  Wortes  durch  die  Gleichungen 

Qn  =  ^X(pnX.dx 
definiert  werden. 
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Die  gesamte  virtuelle  Arbeit,  die  das  Kraftsystem  ^  zusammen 
mit  den  iunereu  Kräften  des  Systems  leistet,  ist  hiernach 

und  die  Bewegungsgleichungen  erhalten  nach  der  Regel  von 
Lagrange  die  Form 

^-}^7   a    -0 

Speziell  werde  das  Kraftsystem  ü  so  gewählt,  daß  es  das 
Massensystem  im  Gleichgewicht  hält.  Dann  bestehen  die  Glei- 
chungen 

da  nun  allgemein 

u  =^q„(p„x 

n 

gesetzt  wird,  so  bewirkt  das  Kraftsystem  Ü  die  Yerrückung 

n  n 

\Yeiter  werde  das  System  ü  dahin  spezialisiert,  daß  nur  an 
einer  Stelle  a;  =  |  eine  Kraft  wirke.  Man  nähert  sich  diesem 
Zustande,  wenn  man  die  Funktion  X  nur  in  der  Nähe  der  Stelle  | 
große  von  Null  verschiedene  Werte  annehmen,  sie  im  übrigen 
verschwinden  läßt,  dabei  aber  die  Gleichung 

j  Xdx  =  1 

festhält.  Dann  reduziert  sich  das  die  Arbeit  darstellende  Integral 
auf  den  Ausdruck 

Xöud.r  =  ölt  •     Xdx  =  du 

die  Arbeit  der  punktuell  gewordenen  Kraft  wird  also  durch  die 
Verrückung  Öu  selbst  gemessen,  und  die  Komponente  der  Kraft 
in  der  Richtung  der  Verrückung  u  hat  die  Intensität  Eins.  Ähnlich 
reduziert  sicli  die  Kraftkomponente   V„  auf  die  Form 

Q„   =       XcpnX.dx  =   (jp„|.      Xdx    =    (pn^, 

und  für  die  Verrückung  erhält  man  den  Ausdruck 
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?.r 


der  in   x  und  |  symmetrisch  ist  und  durch  K{x,  |)   bezeichnet 
werde. 

Multij)liziert  man  die  erlialtene  Gleichung  mit  einer  bestimmten, 
aber  beliebig  gewählten  Funktion  cp^^  und  integriert  nach  |  über 
das  Massensystem,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 

I  {(pnxydx  =  1,      q),nX.  (pnX.dx  =  0  (m  ^  n) 
sofort  die  Integralgleichung 

Die  Funktionen  tp^x  sind  also  Eigenfunktionen  des  sym- 
metrischen Kerns  Ä(.r,  |),  der  gewissermaßen  von  der  bilinearen 
Formel  ausgehend  konstruiert  wird.  Die  zugehörigen  Eigenwerte 
sind  A„,  und  die  mechanische  Bedeutung  des  Kerns  als  Verrückung 
ist  vollkommen  ersichtlich.  Das  Grundgebiet  ist  das  ganze  be- 
wegte Massensystem. 

Diese  Betrachtungen  brauchen  nur  wenig  abgeändert  zu 
werden,  wenn  dämpfende  Kräfte  von  gewissen  einfachen  Typen 
wirksam  sind,  nämlich  solche,  die  von  einer  Zerstreuungsfuuktion 
abhängig  sind.  Unter  einer  solchen  verstehen  wir  eine  quadratische 
Form 

-fP J_X^/      ^7m  dg» 

2  ^   "'''  dt    dt  ' 

deren  Koeffizienten  Konstante  sind;  setzt  man 

dq^_. 
dt    ~  ^"' 

so   lauten   die   verallgemeinerten  Lagrangeschen  Gleichungen  fol- 
gendermaßen : 

d_  /cT\        dT        dF        cV 

dt\  d<l„)  Cq»  Cfjn  d(ln 

also  wenn  T  und  V  die  vorausgesetzte  spezielle  Form  haben: 

m 

Mieraus  aber  lassen  sich  betreffs  einer  vorausgesetzten  Ruhelage 
des  Systems   unter  der  Wirkung   der  Kräfte  ,U  genau  dieselben 


^  f^\         ^T    ^     dF    ^     rV  _  ^ 
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Schlüsse  ziehen  wie  oben,  da  die  mit  den  Koeffizienten  b  behafteten 
Glieder  wegfallen.     Speziell  folgt,  daß  die  Formel 

gültig  bleibt;  die  Funktionen  (jp,,  sind  überhaupt  ihrer  Definition 
nach  von  der  Zerstreuungsfunktion  F  unabhängig. 

Die  Gleichungen  (1)  haben  auch  noch  eine  Bedeutung,  wenn 
man  T  als  identisch  verschwindend  ansieht;  sie  geben  dann  die 
Gesetze  der  Wärmebewegung  an.  Sind  nämlich  etwa  Mj,  ttg,  .  .  . 
die  Temperaturen  einzelner  fester  materieller  Punkte,  die  allein 
von  einander  thermisch  beeinflußt  werden,  so  hat  man  Gleichungen 
von  der  Form 

m 

wobei  die  Größen  Ä  von  der  Zeit  unabhängig  sind  und  ungeändert 
bleiben,  wenn  man  die  Zeiger  vertauscht.  Man  kann  daher  die 
letzte  Gleichung  auch  in  der  Form 

(hin dV 

dt  c  Un 

schreiben,  wobei  V  eine  Funktion  der  Größen  ?/„  ist.  Sieht  man 
diese  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktsystems  an, 
so  erkennt  man,  daß  die  Wärmegleichungen  aus  den  Bewegungs- 
gleichungen 

d^Un      I      dUn  dV 

^''~dW  ^  IT  ~  ~dü',, 
entstehen,  indem  man  die  Massen  ^„  T=r  0  setzt.    Diese  Gleichungen 
gehören    einem    System    an,    in    welchem    Widerstände    wirken, 
außerdem  aber  konservative  Kräfte,   die  eine  potentielle  Energie 
V  ergeben. 

Denkt  man  sich  in  einem  solchen  System  allgemeine  Koordi- 
naten 5  eingeführt,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

(2)  f  +  f=0 

zur  Darstellung  einer  freien  Bewegung  des  Systems,  und  diese 
Form  bleibt,  wenn  man  die  Zahl  der  Punkte  ins  Unendliche 
wachsen  läßt.     Dann  ist  die  Temperatur  ii  in  der  Form 
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darzustellen,  und  wenn  wir  jetzt  annehmen,  2F  sei  einfach  die 
Summe  der  Quadrate  der  Größen  </,  so  erhalten  wir  ebenso  wie 
ol)en  aus  der  entsprechenden  für  T  geltenden  Voraussetzung 
auch  jetzt  die  Gleichungen 

[(pnU.(pni^-da  =  0,     Ucpnayda  =  1, 

Die  oben  mit  dem  Kraftsystem  ^  ausgeführte  Untersuchung  ver- 
anlaßt uns  hier,  in  einem  Punkte  eine  Wärmequelle  wirken  zu 
lassen,  als  Analogon  der  punktuellen  Ivi'aft.  Damit  ist  der  Ansatz, 
der  im  ersten  Abschnitte  zu  den  Greenschen  Funktionen  führte,  als 
spezieller  Fall  des  in  diesem  Paragraphen  entwickelten  erkannt. 
Die  Bewegungsgleichungen  (2)  geben,  wenn  V  dieselbe  Gestalt 
hat  wie  oben, 

und  die  gesuchte  Temperatur  erscheint  in  der  Form 

also  ganz  wie  man  es  in  der  klassischen  Wärmeleitungstheorie 
gewohnt  ist. 

§   10. 
Anwendungen:  die  schwingende  Saite. 

Als  einfachstes  Beispiel  für  die  Theorie  des  §  9  werde  eine 
Saite  Yon  der  Länge  und  linearen  Dichtigkeit  Eins  betrachtet, 
die  längs  der  a:-Achse  gespannt  ist;  für  die  seitliche  Verrückung  u 
gilt  bekanntlich,  wenn  die  Zeiteinheit  passend  gewählt  wird,  die 
Differentialgleichung 

d^u  _  d^u 
'^  dt^  ~  dx^ 

mit  den  Grenzbedingungen 
(2)  it|"  =  ttp  =  0. 

Die  Differentialgleichung  beruht  darauf,  daß  du/dx  die  zur 
Saite  senkrechte  Komponente  der  in  der  Richtung  wachsender  x 
wirkenden  Spannung  ist;  auf  das  Massenelement  clx  wirken  daher 
in  seitlicher  Kichtung  die  Kräfte 

x  +  dx 


c «      du 

dx''    dx 

deren    algebraische 

Summe    dem 

setzen  ist. 

Produkt    dx  •  ^^-t-    gleichzu- 

0  t' 
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Herrscht  Gleichgewicht   und   wirkt   eine  äußere  Kraft  P,  so 
hat  mau  als  Bedingung  des  Gleichgewichtes  die  Gleichung 

X  ■{■  dz 


(3)  P+fyl 


=  0, 


=  1, 


oder,  wenn  die  betrachtete  Stelle  durch  |  bezeichnet  und  die 
Kraftintensität  =  1  gesetzt  wird, 

du 
dx 

und  für  die  Verrückung  u  gilt  allgemein  die  Differentialgleichung 

d^u  _ 
'dx'^ 

mit  den  Grenzbedingungen  (2).  Hieraus  folgt,  wie  schon  in  §  1 
benutzt  wurde,  wenn  man  u  durch  K{x.^  ^)  ersetzt, 

K{x,^)  =  ^(1-1),     x<^, 
K{x,^)  =  ^{l-x),    x>^, 

und  als  Ordinate  aufgetragen  ergibt  diese  Größe  eine  Kurve,  die 
man  als  Gestalt  der  in  einem  Punkte  durch  eine  seitliche  Kraft 
beeinflußten  Saite  erwartet,  die  gebrochene  Linie. 

Nach  §  9  machen  wir  nun  den  allgemeinen  Ansatz 

w  =  2  g„  qp„  X , 

n 

wobei  (fn  eine  Funktion  der  Zeit  ist  und  eine  Gleichung  von  der 
Form 


dP 


-\\K(ln    =    0 


gilt.    Betrachten  wir  speziell  eine  Bewegung,  bei  der  qp,,  allein  von 
Null  verschiedene  Werte  annimmt,  und  setzen  in  der  Gleichung  (1) 

w  =  qn(PnX, 
80  ergibt  sich  sofort 

1     d^cpn  _    1    d^qn  _        ,      rf2qp  ^    _n 

Yn'd^  ~  ~q~n~d¥  -         "'  [dx^  "^    "^^  ~     ' 
und  aus  den  Bedingungen  (2)  folgt 

<Pn  0  =  (JP,,  1  =  0. 
Die  Größe  qp„  muß  also  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  der 
Sinus   eines   ganzzahligen  Vielfachen   von  ti x  sein,   etwa,   indem 
wir  normieren. 
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q)„x  =  ]^smn7ix, 

und  hieraus  ergibt  sich 

A,.  =  n^Tt^ 

Die  bilineare  Formel  nimmt  folgende  Gestalt  an: 

j^,     o.  2    TT--^  sin  n  ;r  a;  sin  )i  :;r  I 

n 

sie  ist  wirklich  richtig,  was  aus  §  9  nicht  mit  Sicherheit  ge- 
schlossen werden,  nur  vermutet  werden  kann;  denn  sie  ist  mit  der 
in  §  4  streng  bewiesenen  Formel  (2)  identisch. 

Die  Größen  Qn  bestimmen  sich  in  bekannter  Weise  aus  den 
Werten  von  u  und  cu/ct  zur  Zeit  f  =  0,  die  etwa  fx  und  xlfx 
seien,  wobei  offenbar 

fO  =  lijO  =  fl  =  tl  =  0 
sein  muß. 

Man  setzt  an 
(4)  u  ='S]  (An  cos  njit-\-  B,t  sin  n  ti  t)  sin  nn  x 

und  fordert  die  Gleichungen 

fx  =  ^]  An  sin  n  tc  x,     i'  x  =  n  ^  n  B^  sin  n  n  x. 

n  n 

Diese  Gleichungen  sind  nach  §  4  zu  erfüllen,  und  die  erhal- 
tenen Reihen  konvergieren  absolut  und  gleichmäßig,  wenn  fx 
und  ib  X  stetige  Funktionen  sind  und  stückweise  stetige  erste 
und  zweite  Ableitungen  besitzen;  in  derselben  Wxäse  konvergiert 
also  die  Reihe  (4).  Sind  speziell  auch  die  Ableitungen  dritter 
und  vierter  Ordnung  stückweise  stetig,  so  sieht  man  aus  den 
Formeln 

—  An  =    fa.^inmtadu^ 

0 

h  h 

f.        .             ,                ,,     cosnTT«  ''       f  -,      cosMjra  , 
j  tt.&miijcuau  =  — /« +    /  «• du 


„      cos  nna 
=  —  fa 


1171 


''  ,     /.,      ainnTtaV'      f.,,      sinnita   , 
+  /  « ^—    —     /    « d  a , 


1  1 

fu.  sin  UTTudu,  = —  I  f"a.  sin  nnada, 
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den  analogen  mit  der  Funktion  ilf  gebildeten  Gleichungen  und 
den  Darstellungssätzen  des  §  5,  daß  der  Ausdruck  (4)  nach  x  und  t 
zweimal  gliedweise  differenziert  werden  darf  und,  für  n  gesetzt, 
in  der  Tat  die  Gleichung  (1)  erfüllt. 

Für  die  potentielle  Energie  hat  man  nach  §  9  die  Reihe 


o    ^    "n^U  o     ^  ^n 


anzusetzen.    Die  Größen  Tcnqn  sind  die  Koeffizienten  in  der  Ent- 
wickelung   der  Grö 
gilt  die  Gleichung 


Wickelung   der  Größe  —    nach   den  Funktionen  cos  n  n  x,  und  es 


I  ;r—  dX  =   0. 

}  dx 

0 

Ist  daher  die  Größe  dti  dx  nur  stetig,  so  kann  man  das  in 
§  6  abgeleitete  Hurwitzsche  Theorem  anwenden  und  findet  für  die 
potentielle  Energie  den  Ausdruck 

"  0 

der  sich  auch  aus  mechanischen  Erwägungen  rechtfertigen  läßt. 

§11. 
Schwingungen  des  frei  herabhängenden  Seils. 

Ein  zweites  Beispiel  zum  §  9  bietet  die  Schwingung  des 
homogenen  hängenden  Seils  dar.  Seine  Länge  und  sein  Gewicht 
seien  Eins,  die  j'- Achse  der  Richtung  der  Schwere  entgegengesetzt, 
deren  Beschleunigung  etwa  durch  passende  Zeiteinheit  =  1  ge- 
macht sei.  Femer  sei  x  ::=  -j-  1  der  Aufhängepunkt  und  .r  =  0 
das  freie  Ende;  endlich  sei  u  die  Verrückung  senkrecht  zur  ./-Achse. 
Dann  wirkt  auf  irgend  ein  Element  dx  abwärts  die  Spannung  j-, 
aufwärts  die  Spannung  x  -\-  d  x  und  die  zur  a:- Achse  senki-echten 
Komponenten  dieser  Kräfte  sind 

...  du  eti|^  +  ''^ 

W  -^^'     ^8^1         • 

SO  daß  man  als  Beweffungs^leichung  erhält 


c^o* 


,     d^u  du 

dt^  dx 


X  +  dx 


d^u d    /    cu\ 

'W  dxV  dx) 
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Setzt  man  speziell 

H   =  (Jn  (pn  X  , 

so  ergibt  sich 

q„   dt^   ~~  "  ~  <p„  dx  V   dx  )' 

dabei  gilt  die  Gleichung 

(pn\    =   0  , 

und  qp„0  ist  eine  endliche  Größe. 

Bezeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlich  durch  Jx  die  Besselsche 
Funktion  von  der  Ordnung  Null,  d.  h.  die  Größe 

22  ~i    22.42  ~  '"' 

so  ist  jQcYx)  das  einzige  an  der  Stelle  x  =  0  endliche  Integral 
der  Gleichung 

d   (    diA    .    k^  . 

Hieraus  folgt  sofort 

1.2 

(p„  X .  const.  zzzL  j(2  ]'X„  x)  =  J  (jCn  ]'x) ,      A„  =  -^ , 

4 

wobei  die  Größen  Je  durch  die  Gleichung 

Jk„=  0,     (n  =  1,2...) 

definiert  sind;  offenbar  genügt  es,  die  positiven  Wurzeln  dieser 
Gleichung  zu  nehmen.  Da  ferner  die  Theorie  der  Besselschen 
Funktionen  die  Gleichung 

1 

^J{kf^yda  =  (J'A:)2 

0 

ergibt,  so  sind  die  normierten  Eigenfunktionen 


(pnX  = 


_J  {]:„]' x) 


J'h; 


Lassen  wir  jetzt  im  Punkte  x  =  ^  eine  seitliche  Kraft  von 
der  Intensität  Eins  vrirken  und  nel)men  wir  an,  das  Seil  bleibe 
unter  ihrer  Einwirkung  in  einer  von  der  freien  Gleichgewichtslage 
verschiedenen  Lage  in  Ruhe,  so  zeigt  der  unter  (1)  angegebene 
Ausdruck  der  Spannung,  daß  zwischen  den  drei  im  Punkte  |  an- 
greifenden Kräften  folgende  Beziehung  gelten  muß: 
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;+o 


oder 
(2) 


^+{-^'£)r+{^'£) 


=  0, 


du  |''-o  _  J^ 
dx 


'4  +  0  S 

Es  ist  ferner  klar,  daß  auf  der  Strecke  von  ä;  =  0  bis  a;  =  | 
die  Größe  u  konstant  ist,  während  sie  auf  der  Strecke  x  >>  | 
die  Gleichung 

d_  /    du\  ^  ^ 
dx  \    dx) 
erfüllt  und  für  x  ^  1  verschwindet.     Man  hat  also,  unter  a  und  b 
Konstante  verstanden,  folgende  Gleichungen: 
M  =  a,     (^-  <  I), 
u  ^=h  log  X,     {x  >  I). 

An  der  Stelle  x  ^^  |  sollen  diese  Werte  gleich  sein  und 
außerdem  die  Beziehung  (2)  gelten;  das  gibt 

a  =  b\og^,     0  —  j  =  -^,     &  =  —  1, 

also 

/3>v  tt  =  — logl,    (ä;  <  I), 

^  ^  w  =  —  log  rr,    (a;  >  |). 

Bezeichnet  man  diese  Größe  durch  K(x,  |),  so  hat  man  als 
bilineare  Formel  die  Gleichuni? 


K(x,^)  =  i^ 


j(KY~^)j(k„iß) 


(J    kn)     •  kn 

ZU  erwarten. 

Daß  übrigens  die  Ausdrücke  (3)  die  Ordinaten  des  seitlich 
abgelenkten  Seils  darstellen,  kann  man  auch  aus  der  Gleichung 
der  von  x  =  ^  bis  x  -=--  1  reichenden  Kettenlinie  ableiten,  indem 
man  bedenkt,  daß  nur  ein  wenig  von  der  Vertikalen  abweichendes 
steiles  Stück  der  Kurve  benutzt  wird. 

Wenngleich  nun  die  bilineare  Formel  zunächst  nicht  bewiesen 
ist,  so  beweist  man  doch  leicht  die  Integralgleichung 

1 
(4)  (pnX  =  Xn\  K{x^a)(pnCc.da. 

0 

Man  braucht  nur  von  den  Gleichungen 


%[.K'(.,i)]  =  0,     ^(.^)+A„^„  =  0 
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die  erste  mit  <jr„,   die   zweite   mit  K{.i.,^)   zu   multiplizieren  uud 
erstere  von  letzterer  zu  subtrahieren;  dann  ergibt  sich 

''    r..  /rr,..  ,:  ''V.  ,.,,^  t^_   „M  _^  A„,p„x.  A-(.r,|)  =  0, 


i^[..(ir(.,-,i)i^_A"(.,j)^„x); 


und  wenn  man  von  ü  bis  1  integriert,  das  in  §  2  gegebene  Lemma 
aus  der  Integralrechnung  benutzt  und  bedenkt,  daß  (p„Q  und 
K(0,^)  endliche  Größen  sind,  so  findet  man 


-i<p„^K'{x,^) 


-f  k„     K(x,^)(pnX.dx  =  0, 

1  +  0  J 


oder  die  Gleichung  (4). 

Ein  verwandter  Fall  ist  der  eines  Seiles,  das  an  einer 
zu  ihm  senkrechten  Achse  befestigt  ist  und  um  diese  rotiert, 
wobei  von  der  Schwerkraft  abgesehen  werde.  Das  Seil  bleibe  in 
einer  gleichförmig  um  die  Achse  rotierenden  Ebene  und  erstrecke 
sich  von  a;  =  0  bis  x  =  -j-  1,  so  daß  x  =  0  ein  Punkt  der  Rota- 
tionsachse ist;  dann  verschwindet  die  Spannung  am  freien  Ende 
und  wird,  wie  ihre  Beziehung  der  Zentrifugalkraft  zeigt,  durch 
1  —  x^  bei  passender  Größe  der  Rotatiousgeschwindigkeit  dar- 
gestellt. An  Stelle  der  Ausdrücke  (2)  erhält  man  für  die  auf 
das  Element  dx  transversal  wirkenden  Spannungen 


-(i-.^)||,  (i-.=)|-« 


x-\-  dx 


wenn  u  eine  kleine  seitliche  Verrückung  aus  der  Lage  des   rela- 
tiven Gleichgewichts  bedeutet. 

Die  Gleichung  der  kleinen  Schwingungen  ist  daher 

dx[^^       -^^ox}  —   dt^ 

Setzt  man  wieder 

u  =  (pnX.q„, 
so  ergibt  sich 

als  Grenzbedingung  erhält  man 

(jp„0  =  0, 
und  die  Größen   <3p„(-j-l)  müssen   endlich    sein.     Die  Greensche 
Funktion  ist  das  an  der  Stelle  x  =  1  endliche  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 
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das  die  Gleichung 

und  die  Unstetigkeitsbedingung 

(1  -  X»)  ^ 


1-0 

=  1 

4  +  0 


erfüllt.  Letztere  drückt  aus,  daß  die  beiden  auf  das  Element  dx 
wirkenden  Spannungskomponenten  von  transversaler  Richtung  eine 
Resultante  von  der  Intensität  1  geben. 

Man  findet  leicht,  je  nachdem  |  oder  x  der  größere  Wert 
ist,  den  ersten  oder  zweiten  der  Ausdrücke 

Daß  der  zweite  dieser  Ausdrücke  von  x  unabhängig  wird,  ist 
mechanisch  plausibel  zu  machen;  das  Stück  des  Fadens,  für  das 
a;  >>  I,  wird  offenbar  geradlinig,  wenn  im  Punkte  x  =  ^  eine 
seitliche  Kraft  einwirkt. 

Die  Lösungen  des  gestellten  Randwertproblems  sind,  wie  aus 
§  28  folgt,  die  Legendreschen  Polynome  ungeraden  Grades,  die 
hiermit  djmamisch  gedeutet  werden. 

§12. 

Der  transversal  schwingende  Stab. 

Als  letztes  Beispiel  betrachten  wir  den  elastischen  Stab, 
der  längs  der  x-Achse  liegt  und  in  den  Endpunkten  x  =  0  und 
X  ^  l  unterstützt  oder  eingespannt  ist.  Ist  n  die  Verrückung 
eines  seiner  Elemente  in  der  Richtung  der  y-Achse  und  entfernt 
sich  der  Stab  nur  wenig  von  der  geraden  Gleichgewichtslage,  so 
gibt  es  eine  solche  positive  Konstaute  a,  daß  ad-u  dx-  das 
Moment  der  elastischen  Kräfte  ist,  die  auf  das  vom  Endpunkte 
a;  =  0  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  reichende  Stück  des 
Stabes  einwirken;  auf  das  Keststück  wirkt  das  Moment  — ad^u/dxK 
Wirken  ferner  in  den  Endpunkten  die  zum  Stabe  senkrechten 
Auflagerreaktionen  Aq  und  A^  und,  wenn  die  Enden  eingespannt 
sind,  die  Momente  M^  und  il/, ,  so  ergeben  sich  als  Gleich- 
gewichtsbedingungen für  die  Strecke  von  x  =  0  bis  zum  betrach- 
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teten   Punkte,   indem   man   bezüglich  des  letzteren   die  Momente 
bildet, 

(1)  a  ^  +  il/o  -  A,x  =  0, 

und  für  die  Strecke  vom  betrachteten  Punkte  bis  zum  Ende  x  =  1 

(2)  _  a  ^;  +  ilf,  +  A,  (1  -  .)  =  0. 

Wenn  nun  der  Stab   an   der  betrachteten  Stelle  mit  dem  in 

der  Richtung  der  y-Achse  ziehenden  Gewicht  Eins  belastet  ist,  so 

gibt   dies   in  den  erhaltenen  Momentgleichungen   keinen  Beitrag; 

doch  muß  die  Summe  aller  ^-Komponenten  verschwinden,  so  daß 

^1  +  ^  +  1  =  0. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergeben  aber 

cPu 


^-0  _  d^u 


x  +  O 


also  folgt,  wenn  wir  jetzt  die  belastete  Stelle  x  =  ^  nennen, 


5-0 
i  +  o 

Ferner  gilt  offenbar  allgemein  die  Gleichung 


dx^ 


dx^~     ' 
und  die  Größe  u  erfüllt  an  den  Enden  die  betreffende  Bedingung, 
der    die   Verrückung    immer    unterworfen   ist;    sie    werde   durch 
K{x,  I)  bezeichnet. 

Jetzt  wirke  in  jedem  Elemente  dx  eine  seitliche  Kraft  Ydx\ 
ihr  Moment  bezüglich  des  Punktes  |  ist  dann  Y (x  —  $)dx; 
betrachtet  man  das  Stück  des  Stabes  von  x  =  0  bis  x  ^=  ^,  so 
ergibt  sich 

a 
und  hieraus 


%.r2 


=     l'{x  —  ^)dx, 


0 

Speziell  sei  Ydx  der  Trägheitswiderstand  bei  der  Bewegung, 
d.  h.  wenn  dx  als  Masseuelement  angesehen  wird. 


§12. 


Schwingungeu  linearer  Systeme. 
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dann  ergibt  sich  die  Bewegungsgleichung 

Setzen    wir    in    dieser   Gleichung    der    allgemeinen    Theorie 
gemäß 

u  =  qntpnX, 
so  folgt 

-j^  +  A„  g„  =  0,     a  —^^ y1„  (p^x  =  0, 

und  die  Konstanten  A„  bestimmen  sich  aus  den  Grenzbedingungen, 
die,  z.  B.  wenn  der  Stab  beiderseits  eingespannt  ist,  folgender- 
maßen lauten: 


(3) 


(fnO  = 


dx 


=  0,     (p„l  = 


dx 


=  0. 


Kombiniert  man  diese  Gleichungen  mit  den  oben  aufgestellten 
K{OA)  =  ^'(0,1)  =  K{\,^)  =  Ä''(I,|)  =  0, 


dx^  '  dx^ 


«4-0  a 

so  findet  mau  aus  der  allgemeinen  Identität: 
d*w 


d^v  d    j     d^w  d^v    .divd^v         dv  d^w] 

dx^  dx*       dx  \     dx^  dx^  ~^  dx  dx^        dx  dx^  j 

und  dem  allgemeinen  in  §  2  angeführten  Lemma,  indem  man 

V  =  CpnX,     IV  =  K{x,  I) 

1 


V 


setzt: 


—  -^    K{x,^)(pnX.dx  =  (p„x.K"'(x,  I) 

0 


;-o 
;  +  o 


<pn^  —  KJK{x,  ^)(p„x.dx, 

0 

wie  es  die  allgemeine  Tiieorie  des  §  9  erwarten  läßt. 

Ist  umgekehrt  eine  Funktion  gegeben,  für  die  die  Gleichung 
1  I  1 

(4)    (p^  =  c^K{x,^)(px.dx  =  c^K{^,x)cpx.dx-\-c{E(^,x)(px.dx 

0  „  i 

besteht,  so  findet  man  unmittelbar 

Kneser,  lDte>;ralgIeichungcn.  a 
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^  =  c[A'"'(|,  I  -  0)  -  if"'(|,  I  +  0)](p^. 

Nun  kann  man  setzen 

X"'(^,  I  -  0)  =  \imK"'{^,  ^  -  h) 

=  ^'"(1  +  0,^), 
und  ebenso 

-&"'(!,  H-0)  =  Z"'(^-  0,1); 

somit  folgt 

.^^  =  -  c(p|.{^'"(|  -  0,  I)  -  Z"'(|  +  0,  I)} 

und  die  Randbedingungen  sind  infolge  der  Gleichung  (4)  erfüllt; 
jede  Lösung  der  Integralgleichung  löst  also  auch  das  oben  auf- 
gestellte Randwertproblem.  Die  Funktionen  (p„,  die,  wie  man 
leicht  sieht,  die  einzigen  Lösungen  des  Randwertproblems  sind, 
repräsentieren  also  auch  die  Gesamtheit  der  Lösungen  der  Inte- 
gralgleichung. 

Die  bilineare  Formel 

n 

die  man  hiernach  erwartet,  läßt  sich  aus  dem  am  Schluß  des 
§  8  gegebenen  Satze  streng  ableiten.  Aus  den  Randbedingungen  (3) 
ergibt  sich  nämlich,  daß  (pn  Lösungen  der  Gleichungen 

sind,  bei  denen  m  positive  und  durch  die  Gleichung 
(5)  coamßüjw  =  1 

bestimmte  Konstante  sind;  man  hat  dann 

X„  =  mUi 
zu  setzen  und  findet  für  die  normierten  Eigeufunktionen 

(sin  tUn  -  @in  m„)  (cos  m„x-  (^o\ni„  x)  -  (cos  m„  -  go  j  m„)  (sin  w„  a:  -  ©in  ni„  x) 

Diese   liegen  bei   großen  Werten  von  m„  zwischen  endlichen 
von  nin  unabhängigen  Grenzen.    Die  Gleichung  (5)  zeigt  aber,  daß 
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die  Größen  m,  wenn  sie  groß  sind,  wesentlich  wie   die  Glieder 
einer  arithmetischen  Reihe  wachsen;  die  bilineare  Reihe 


^    <p,.a-.<]P„g   _  _1_   ^ 


konvergiert  daher  nach  x  und  |  gleichmäßig  auf  der  Strecke  von 
0  bis  1,  und  dasselbe  gilt  noch  von  den  Reihen,  die  man  erhält, 
wenn  man  gliedweise  einmal  oder  zweimal  differenziert.  Nach 
§  8  ist  also  die  bilineare  Formel  bewiesen,  und  dasselbe  gilt  so- 
gar von  den  Gleichungen 

„  /„ 

Hieraus  lassen  sich  nach  der  in  den  §§  4  und  5  angewandten 
Methode  die  wichtigsten  Sätze  über  die  Darstellung  willkürlicher 
Funktionen  ableiten,  indem  man  nur  noch  die  quellenmäßig  dar- 
gestellten Funktionen 

1 

\  K{x,  u)fa.da 

0 

einzuführen  und  zu  zeigen  hat,  daß  unter  ihnen  alle  Funktionen 
enthalten  sind,  die  mit  ihren  ersten  beiden  Ableitungen  stetig 
sind,  stückweise  stetige  dritte  Ableitungen  besitzen  und  die  Grenz- 
bedingungen der  Eigenfunktionen  erfüllen. 

§  13- 

Erzwungene  Schwingungen  und  nicht  liomogene 

Integralgleichungen. 

Auf  ein  neues  mit  den  Integralgleichungen  zusammenhän- 
gendes Problem  führt  die  Theorie  der  erzwungenen  Schwingungen 
des  in  §  9  betrachteten  Massensystems. 

Seine  Bewegungsgleichungeii  haben,  wenn  beliebige  Kräfte  Qn 
wirken,  die  folgende  Form: 

(1)  ^    -\-K(ln=    Qn.       n^\,    2,    .... 

Diese  versuchen  wir  auf  eine  besondere  Weise  zu  erfüllen.  Die 
wirkende  Kraft  X  sei  das  Produkt  aus  einem  räumlich  veränder- 
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liehen  Faktor  und  einem  von  der  Zeit  abhängigen  Faktor  har- 
monischen Cliarakters,  etwa,  indem  wir  fortan  stets  durch  deutsche 
Buchstaben  von  der  Zeit  unabhängige  Größen,  durch  ß  und  y  Kon- 
stante bezeichnen, 

X  =  .\-cos(/3^  +  y). 

Gelingt  es  dann,  die  Bewegung  so  zu  gestalten,  daß  die  Ver- 
rückung u  die  analoge  Gestalt 

tt  :=  u  cos  (ßt  -\-  y) 
annimmt,  so  liegt  das  vor,  was  man  erzwungene  Schwingung  nennt. 
Um  eine  solche  Bewegung  in  den  Variablen  g,,  zu  studieren, 
gehen  wir  von  der  in  §  9  aufgestellten  Gleichung 

Qn  =^  X(pnX.dx 
aus,  derzufolge  man  setzen  kann 

Q„  =  Q„  cos(ßt  4-  y),         D„  =jl(p„x.dx. 

Versucht  man  nun 

q„  —  q„  cos  {ßt  ^  y) 

zu  setzen,  was  einen  Ausdruck  u  von  der  gewünschten  Form 
ergäbe,  so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (1) 

(A„  — ^2)q„  =  sD„, 
und  hieraus 

U  =^(ln(pnX  =^<\n(pnX  .CO^  {ßt  -\-  y)  =  U   COS  {ßt^y\ 

Bezeichnen  wir  diesen  Ausdruck  durch  i/^j:,  multiplizieren  t/>a 
mit  K{x^  a)  und  integrieren  gliedweise,  so  finden  wir 

K{x,  a)ipa  .  da  =^  ^^     K{x,  a)<p,,a.  da.     y.(p„x  .  dx 

oder,  da  die  Gleichungen 

q)„x  =  Xni  K{x,  a)  cpna.da 
gelten, 

j  K{x,  a)i'a.da  =^;    ^^"^  ß.A  ^(pnX.dx 

<3)  ■  =i:^(x7l7.-i)l-^>--^- 
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Setzen  wir  nun 

so  finden  wir  aus  der  bilinearen  Formel 


^^^Kcp„xdx  =  n- 


dabei  ist 

(4)  \fa.(pncc.dci=  —  \>iq^„x.dx,      fx  =  ^  y „ x.\fa.q)„a.d a  ^ 

und  die  Gleichung  (3)  kann  in  folgender  Form  geschrieben  werden : 

(5)  i^x  =  fx  -{-  lJK{x,  a)t}}a.da,     l  =  ß^\ 

die  Definitionsgleichung  von  ^x  ergibt,  indem  man  die  zweite 
Gleichung  (4)  heranzieht, 

(6)  i^x  —  ^^^ v^» ,1  U  ^ •  ^n(^-da  =  fx^l'y^^  ^"^    Afa.cfnCt.du. 

Die  Gleichung  (5),  in  der  X  willkürlich  gedacht  wird,  ist  eine 
nichthomogene  Integralgleichung  mit  der  Unbekannten  ipx  und  ihre 
Lösung  wird,  so  erwarten  wir  wenigstens,  durch  die  Formel  (6) 
gegeben. 

Um  allgemeine  und  sichere  Resultate  zu  gewinnen,  nehmen 
wir  an,  eine  beliebige  quellenmäßige  Funktion  sei  auf  die 
Fouriersche  Weise  nach  den  Eigenfunktionen  zu  entwickeln;  d.  h. 
wenn  fx  eine  auf  dem  Grundgebiet  stückweise  stetige  Funktion 
ist,  gelte  die  Gleichung 

(7)  [K{x,a)fa.da  =^^{fa.(p,,a.da, 

und  ihre  rechte  Seite  konvergiere  gleichmäßig,  auch  wenn  man 
jedes  Glied  durch  seinen  absoluten  Wert  ersetzt.  Das  gilt  jeden- 
falls, wenn  die  bilineare  Formel 

n 

richtig  ist  und  ihre  rechte  Seite  gleichmäßig  und  absolut  kon- 
vergiert. 

Dabei  werde  zugelassen,  was  nach  §  8  den  allgemeinsten,  bei 
Integralgleichungen  mit  stetigem,  symmetrischem  Kern  möglichen 
Fall  darstellt,  daß  zu  jedem  Eigenwert  eine  endliche  Anzahl  von 
Eigenfunktionen   gehört,   oder   daß   eine   endliche  Anzahl  auf  ein- 
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anderfoli^'ender  Werte  ?.„  gleich  sind.  Die  Funktionen  rp„  seien 
dann  die  Glieder  des  nach  §  8  konstruierten  vollständigen  Ortho- 
gonalsystems. 

Unter  dieser  Voraussetzung  konvergiert  auch  die  Reihe 

(8)  i^x  =fx  +  X^j^^^{fa.cp,a.(la 

n  "^ 

gleichmäßig  und  absolut,  sobald  X  keinem  der  Werte  A„  gleich 
ist,  weil  sich  dann  die  Glieder  dieser  Reihe  von  den  entsprechen- 
den der  Reihe  (7)  nur  um  Faktoren  unterscheiden,  die  bei  wach- 
senden Werten  von  n  gegen  Eins  konvergieren.  Multipliziert  man 
daher  diese  Gleichung  mit  K{x^  |),  so  kann  man  gliedweise 
nach  X  integrieren  und  findet 

xgx  ^K{x,^)ii)x.dx 

oder  der  Gleichung  (7)  zufolge: 


\^K{x,^)i'x.dx=^cp,^^.[^^^^j^jj^ 

=     >     .  .  l   ftt  .  W„a  AlM.  =  : — 


« 


-^K 


I' 


a .  (pnd 


damit  ist  ^ie  Gleichung 

(11)  tt  =  ft  +  AJÄ'C^-,  t)^x.dx, 

d.  h.  die  Integralgleichung  (5)  erwiesen.  Der  Ausdruck  tx  löst 
also  unter  den  aufgestellten  Voraussetzungen  in  der  Tat  die  nicht- 
homogene Integralgleichung,  in  der  übrigens  fx  wesentlich  all- 
gemeiner ist,  als  in  der  vorausgehenden  heuristischen  Betrach- 
tung. Es  erscheint  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  annimmt,  daß 
fx  die  Größe  A  enthalte,  etwa  ein  Polynom  in  A  sei,  dessen 
Koeffizienten  die  Eigenschaften  von  fx  besitzen. 

Eine  andere  Lösung  existiert  nicht,   da  die  Differenz   zweier 
Lösungen  die  homogene  Gleichung 

©1  =  k^K{x,  ^)ex.dx 

erfüllt,  die  doch  keine  von  Null  verschiedene  Lösung  hat,  da  X 
von  den  Eigenwerten  verschieden  ist. 

Die   Gleichung   (8j,   insofern   sie   die   Integralgleichung   (11) 
löst,  bezeichnen  wir  als   die  Schmidtsche  Formel  und  können 
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dann  folgenden  Satz  aussprechen:  Kann  jede  quellenmäßige 
Funktion  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelt  werden, 
und  konvergiert  die  erhaltene  Reihe  im  Grundgebiet 
gleichmäßig,  auch  wenn  man  jedes  ihrer  Glieder  durch 
seinen  absoluten  Wert  ersetzt,  so  wird  die  nicht  homo- 
gene Integralgleichung  durch  die  Schmidtsche  Formel 
aufgelöst. 

Die  angewandte  Methode  führt  auch  zum  Ziel,  wenn  l  einem 
der  Eigenwerte  gleich  ist,  etwa  =  l^-  Wenn  dann  A„,,  A^  +  j,  ... 
Ki-irk  die  sämtlichen  Eigenwerte  sind,  die  gleich  A^  sind,  so  findet 
man  aus  der  Integralgleichung  (11) 

oder,  da  in  dem  Doppelintegral  die  Integrationen  vertauscht 
werden  können, 

und  allgemeiner  offenbar 

(12)  J7|.qp„,  +  „|.(?|  =  0,     iit  =  0,  1,  2,  ...L 

Diese  Bedingungen  müssen  also  erfüllt  sein,  wenn  überhaupt  eine 
Lösung  der  nichthomogenen  Integralgleichung  (11)  existieren  soll. 
Sind  sie  erfüllt,  so  setze  man 

t/; a;  =  /x  -|-  A  ^' ^  ^^  ^  \fa.cpna.da, 

n  '  * 

wobei  der  Akzent  am  Summenzeichen  bedeute,  daß  die  Werte 
n  =  m,  m  -\-  l,  ...  ni  -{-  k  weggelassen  werden.  Den  Gleichun- 
gen (12)  zufolge  kann  nun  gesetzt  werden 

{K{x,^)fx.dx=:^'^{fx.cp„x.dx; 

daraus  aber  folgt  wieder  die  Gleichung  (10),  in  der  nur  dem 
Summenzeichen  der  Akzent  beizufügen  ist,  und  weiter  die  Glei- 
chung (11), 

Zwei  verschiedene  Lösungen  dieser  Gleichung  würden  sich 
wieder  um  eine  Differenz  0x  unterscheiden,  die  die  Gleichung 

®x  =  AJZ(x,  a)@a.da 

erfüllt.     Diese  aber  hat,  da  A  =  A,„,  die  allgemeinste  Lösung 

®X  =   ao(PmX  +    a^Cpm  +  iX  -\-   •••   -\-   (lk(pm^kX, 
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in  der  «oi  «n  •••  willkürliche  Konstante  sind;  somit  ergibt  sich 
als  allgemeinste  Lösung  der  nicht  homogenen  Integral- 
gleichung der  Ausdruck 

tX   -j-  lloffmX  -\-  tti  (pm  +  lX  -\-  ■••   -\-  a,n  +  kfpm  +  kX. 

Interesse  verdient  noch  der  besondere  Fall,  daß  in  der  Inte- 
gralgleichung (11)  gesetzt  wird 

fx  =  K{x,  //),    /'l  =  K{^,  y). 
Man  findet  dann 

fa.cp„K.da  =  ^, 

und  für  die  Unbekannte  i^x  ergibt  sich  der  Wert 

rix,  y)  =  K{x,  y)  +  l  ^  ^f^^^ , 

oder,  da 

X  _  _   1    _        1 

Xn\X,^   A)  /,„  A   A„ 

ist, 

r{x,  y)  =  K{x,  2/)  -f  2  (~  i;  +  X  _  aJ  '^"^'  •  '^"^" 

Wenn  nun  die  bilineare  Formel  gilt,  erhält  man  weiter 

n,,  ,j) =^'L^i^.     . 

Die  mechanische  Bedeutung  dieser  (Jröße  wird  in  §  18  aus- 
einander gesetzt;  als  „lösender  Kern"  im  ISiiine  der  Fredholm- 
schen  Theorie  erscheint  sie  im  fünlten  Abschnitt  wieder. 

§14. 
Erzwungene  Schwingungen  einer  Saite. 

Die  entwickelte  Theorie  kann  auf  die  erzwungeneu  Schwin- 
gungen einer  ungedämpften  Saite  angewandt  werden,  da  nach 
§  10  für  ihre  Kigenfunktionen,  die  als  Ivaumfaktoren  der  Eigen- 
schwingungen auftreten,  die  bilineare  Formel  richtig  ist  und 
die  bilineare  Reihe  absolut  und  gleichmäßig  konvergiert.  Die 
Bewegungsgleichung  der  Saite  lautet,  wenn  eine  periodische  Kraft 
von  der  oben  definierten  Beschaffenheit  einwirkt, 

")  8i5"  =  J^  +  -^'^"^('"-^''>' 

und  wenn  man 

ti  =  u  cos  (ßt  -\-  y) 
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setzt,  findet  man 

mit  den  Grenzbedingungen 

(2)  ii|°=:up  =  0. 

Kombiniert  man  diese  Gleichungen  mit  den  charakteristischen 
Eigenschaften  des  Kerns: 


4  +  0 


((X^  '  (Ix 

und  setzt  wiederum 

^^K{x,^)dx=ft,    n=  tx,k  =  -^  ß^, 

0 

so  findet  man 

1 

i'^  =  k^K{x,t)toc.dx^f^,  ■ 

0 

und  jede  Lösung  dieser   Gleichung  erfüllt   die   Bedingungen  (2), 
Bedenkt  man,  daß 

(p^x  =  y2  sin  nnx,     In  =  n^^^ 

zu  setzen  ist,    so  zeigt   die   Schmidtsche  Formel,    daß   eine   er- 
zwungene Schwingung  mit  folgender  Verrückung  möglich  ist: 

y  2  Cn .  sin  w  n:  x 


=[/-  +  /^^2% 


ß' 


coa(ßt  -f  y), 


wobei 


1 


/    f  .  V  2    f  .   . 

Cn  =  \2  I  fa.'umn'Jtada  =  — — -     .V  sin  nrrxdx. 

0  0 

Der  erhaltene  Ausdruck  verliert  seinen  Sinn,  wenn  ß  einer 
der  Größen  utt  gleich  wird,  was  ausgeschlossen  wird  durch  die 
oben  getroffene  Festsetzung,  daß  A  mit  keiner  der  Größen  A,,  zu- 
sammenfallen soll.  Da  die  einfachen  Töne  der  Saite  Verrückungen 
geben,  die  durch  die  Ausdrücke 

const.  .  sin  njcx  .  sin  nnt 

dargestellt  werden,  so  sieht  man,  daß  in  dem  ausgeschlossenen 
Falle  die  Periode  der  wirkenden  Kraft  der  Periode  eines  Eigen- 
tons der  Saite  gleich  ist. 
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Für  die  Mechanik  ist  es  nun  wichtig,  nicht  nur  einen  mög- 
lichen Typus  von  Bewegungen  kennen  zu.  lernen ,  sondern  den 
bestimmten,  der  bei  gegebenen  Anfangszuständen  von  gegebenen 
Kräften,  etwa  den  Kräften  X  cos  {ßt  -4-  y),  hervorgerufen  wird. 
Dazu  führt  die  Bemerkung,  daß  die  Differentialgleichung  der 
erzwungenen  Schwingungen  erfüllt  bleibt,  wenn  man  zu  einer 
ihrer  Lösungen  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  der  freien 
Schwingungen  addiert     Setzt  man  demgemäß 

tu  ==  tt  -j-  ü,       V  =^]  (fnX  .(ein  cos  HTlt  -\-  h„   siu   U  7t  t) 
n 

==  ^2  ^ sin  n7ix{an  cos  mit  -{-  i„  sin  n n f), 

n 

SO  ist  w  eine  Lösung   der   Gleichung  (1)  und   es   ist  leicht,   die 
Forderungen 

i'=o  div  «=o 


W  —  / 1  X,  ^  , 


12^1 


in  denen 

vorausgesetzt  wird,  dadurch  zu  erfüllen,  daß  man  eine  gegebene 
Funktion  nach  den  Eigenfunktionen  auf  Grund  der  Sätze  des  §  5 
entwickelt.     Die  geforderten  Entwickelungen  sind 


f^X  tl 


t-0 


foX —  z=^^n7lbnCp„: 

n 

Aus  den  so  erhaltenen  Formeln  läßt  sich  die  Erscheinung 
der  Schwebungen  so  weit  ableiten,  wie  es  überhaupt  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Dämpfungen  möglich  ist. 

§15. 
Erzwungene   Schwingungen   mit  Rücksicht   auf   die  Dämpfung. 

Die  Untersuchung  des  letzten  Paragraphen  läßt  sich,  ohne 
daß  wesentlich  neue  analytische  Entwickelungen  auftreten,  auf 
einen  Fall  übertragen,  der  mechanisch  von  bedeutendem  Interesse 
ist,  die  Bewegung  gedämpfter  Systeme,  für  die  in  §  9  die  Be- 
wegungsgleichungen angeführt  sind.  Handelt  es  sich  um  kleine 
Schwingungen  in  der  Nähe  einer  stabilen  Gleichgewichtslage,  so 
kann  man  wiederum  setzen: 
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n  )t 

betreffs  der  Zerstreuungsfunktion  F^  die  die  Dämpfung  kenn- 
zeichnet, werde  die  spezielle  Annahme 

n 

festgehalten.  Dann  lauten  die  Bewegungsgleichungen  nach  §  9 
folgendermaßen: 

(1)  '('in   +   ^2»   +   ^n(ln   =    Qn\ 

dabei  ist  wie  oben 

gesetzt  und  bedeutet  das  Integralzeichen  stets  die  Integration 
über  das  ganze  Massensystem. 

Um  nun  eine  Art  von  Bewegung  des  Systems  zu  erhalten, 
die  als  erzwungene  Schwingung  anzusehen  wäre,  setzen  wir  die 
Kraft  X  wieder  als  einfache  periodische  Funktion  der  Zeit  vor- 
aus, und  zwar  sei 

0==/3f  +  y,       X  =  UcosÖ  +  5ßsinÖ, 
und  die  Größen  U,  23  von  t  unabhängig.    Hieraus  ergibt  sich  mit 
den  Bezeichnungen 

Cln  =^{VicpnSC.dx,  '^n   =\^9>nX.dx 

die  Gleichung 

Qn  =  Qn  cos  Ö  +  Dt„  sin  6. 

Versucht  man  nun  die  Bewegungsgleichungen  (1)  durch  die  An- 
nahme 

q„  =  q„  cos  0  -j-  r„  sin  B 

zu  erfüllen,  wobei  die  deutschen  Buchstaben  wieder  von  der  Zeit 
unabhängige  Größen  bedeuten,  und  setzt  auf  beiden  Seiten  jeder 
Gleichung  die  mit  cos  0  und  mit  sin  0  multiplizierten  Ausdrücke 
gleich,  so  ergibt  sich 

,oN  —  ß^^}n  -^-  ^>  ß  r«  +  ^-n  q«  =  0„ , 

^    ^  —  ß'Xn    -   hß(\n+  KXn='Sln- 

Setzt  man  ferner 
q„-fir„=n)„,      ß2 -\.  ibß  =  k,      U  +  3S?  =  B, 
so  folgt  aus  den  Gleichungen  (2) 

Q,.  +  9?„l  1  fem  7 


6Q  Zweiter   Abschnitt.  §15- 

bedeutet  daher   das  Zeichen  :){e  vor   einer   komplexen  Größe  den 
reellen  Teil,  so  ergibt  sich  weiter,  da  offenbar 

M  =2  qn(pnX  =  C08Ö  ^  ^n^n^  +    sin  0^  Xn(pnX 
n  n 

n 

gesetzt  werden  kann, 

(3)  u  =  ^e  e-*"  Sr^Z^  {^cpnX.dx. 

Die  hier  auftretende  Reihe  führt  aber  sofort  wieder  auf  die 
nichthomogene  Integralgleichung;  setzt  man  nämlich 

multipliziert  mit  der  Größe 

und  integriert  gliedweise,   so  findet  man  genau  durch  die  Rech- 
nung, die  in  §  13  an  die  Gleichung  (2)  geknüpft  wurde, 

tt  =  f^  +  ^\K(:c,^)4'x-cLi, 
wobei 

fx  =jSQßZ(ir,  ^)dx  =^\\K{x,  ^)dx  +  «|5ßÄ^(j-,  Dran- 
gesetzt ist  und  nur  zu  bedenken  ist,  daß  der  reelle  und  der  ima- 
ginäre Teil  dieser  Größe  als  quellenmäßig  dargestellte  Funktionen 
des  Ortes  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelt  werden  können; 
dasselbe  gilt  daher  von  der  ganzen  Größe  fx  selbst,  womit  die 
zitierte  Schlußreihe  für  den  vorliegenden  Fall  gültig  bleibt.  Die 
Reihe  für  tx  konvergiert  ferner  auch  hier  absolut  und  gleicli- 
mäßig,  wenn  die  bilineare  Formel  gilt  und  die  bilineare  Reihe  in 
eben  dieser  Weise  konvergiert;  denn  die  Schlüsse,  durch  die  in 
§  13  dies  Resultat  erhalten  wurde,  sind  völlig  uuai)hängig  davon, 
ob  A  reell  oder  imaginär  ist. 

Der  erhaltene  Ausdruck  (3)  für  u  reicht  insofern  weiter  als 
der  entsprechende  in  §  13,  als  keiner  seiner  Nenner  verschwinden 
kann,  wenn  6,  also  die  Dämpfung,  von  Null  verschieden  ist. 

Wir  wenden  diese  Theorie  auf  die  Schwingung  der  gedämpften 
Saite  an,  deren  Bewegungsgleichung  in  den  Bezeichnungen  des 
§14  jetzt  folgende  ist: 
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d'^U    i^  ,   du  C^U 

äiä   '       dl  ~  ä^' 


Setzt  man 

wobei  q  von  t  allein  abhänge,  so  findet  man 

g   +   ^g  ^   J_   rf2^    ^   _ 

q  (p  dx^  ^' 

u  ist  von  X  und  t  unabhängig  und  es  gelten  die  Gleichungen 

g  +  62  +  ^g  =  0,         ^-^  -^  ^cp  =  0, 

deren  zweiter  die  Grenzbedingungen 

g)0  =  qpl  =  0 
beizufügen  sind.     Daraus  ergibt  sich  sofort 

fi  =  n^ji^  =  A„,        (n  =  1,  2  ...) 

und  wenn   man   die  verschiedenen  Werte  n  ausdrücklich  unter- 
scheidet, 

(p  =  (p„x  r=  ^2  sin iiTCX^ 

(4)  in  -\-  hqn  +  Kq»  =  0. 
Macht  man  daher  den  Ansatz 

(5)  u  =^  qnCpnX, 

n 

80  ist  das  Problem   der   gedämpften  Saite  vollständig   der  oben 
entwickelten  dynamischen  Theorie  eingeordnet. 

Nun  ergibt  die  Gleichung  (4),  wenn  An  und  i?„  Integrations- 
konstante sind,  als  allgemeine  Lösung 

q„  =  €-  V«''«  {An  cos  t  VA„  —  \b^  +  B„  sin  t  Va„  —  \  h^) 
oder  kurz 

indem  wir  allgemein 

Pn  =  VA„  —  \  62 
setzen;  daraus  folgt  nach  (5)  für  die  Verrückung  bei  irgend  einer 
freien  Scliwingung 

u  =  e-V2&'  2  (pnX  .{A„  cos pnt  -\-  B„8m Put). 

n 

Die  Verrückung  bei  einer  erzwungenen  Schwingung  unter  der 
Wirkung  einer  Kraft,  wie  sie  in  der  allgemeinen  Theorie  voraus- 
gesetzt wurde,  wird  durch  die  Formel  (3)  gegeben,  in  der  nur 
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A„  =  n2;r2^  X  =  ß^  ^  ibß 

ZU  setzen  ist.  Die  aus  einem  bestimmten  Anfangszustand  durch 
diese  Kräfte  hervorgerufene  Verrückung  wird  also  durch  die 
Formel 

«  =r  y2e-""2'''^  {A„ cos pnt  -\-  BnSmpnt)^^T^nT[x 

n 

1 

:+ iRe  2^t"  +  «.2  ;;j5^j5i^^?^^  f  SB  sin  «^xrfx 

"  0 

dargestellt,  und  die  Bewegung  setzt  sich  aus  der  erzwungenen 
und  Eigenschwingungen  zusammen.  Letztere  allein  enthalten  in 
der  Amplitude  den  Faktor  e-''^''*,  der,  da  b  naturgemäß  positiv 
sein  muß,  die  Eigenschwingungen  zum  Abklingen  bringt,  so  daß 
schließlich  nur  die  erzwungene  Schwingung  merklich  bleibt. 

Ist  speziell  zur  Zeit  t  =  0  die  Saite  in  Ruhe  und  in  der 
Gleichgewichtslage,  so  findet  man  leicht: 

1 

f2Ä„  =  -  9te  ^^,^,  iyi  •^^jgBsiDn^r^c?:^, 

0 

1 
V2-(p„5,?  -  IM,.)  =  -  9te  ^,^7_!^/2'r',7,^f^«^""^^^^^- 

0 

Aus  diesen  Gleichungen  ist  ersichtlich,  daß,  wenn  die  Dämpfungs- 
konstante klein  und  ß  einem  bestimmten  Werte  nn  nahe  gelegen 
ist,  so  daß  die  Periode  der  erzwingenden  Kraft  nahezu  oder  ganz 
mit  einer  Eigenperiode  der  Saite  übereinstimmt,  die  entsprechenden 
Koeffizienten  An  und  B„  im  allgemeinen  groß  sind.  Daraus  folgt, 
solange  der  Wert  des  Exponentialfaktors  der  Eigenschwingungen 
noch  nicht  zu  tief  gesunken  ist,  die  bekannte  Erscheinung  der 
Schwebungen,  die  aber  mit  der  Zeit  durch  den  erwähnten  Faktor 
wieder  verschwindet. 

§16. 
Kleine  Schwingungen  in  ausgearteten  Füllen. 

Die  Methode  des  §  9  setzt  wesentlich  voraus,  daß  die  Kon- 
stanten A„  von  Null  verschieden  sind.  Der  Fall,  daß  eine  von 
ihnen  verschwindet,  die  entsprechende  Größe  q  also  in  der  poten- 
tiellen Energie  nicht  vorkommt,  kann  so  formuliert  werden,  daß 
man  dem  Ausdruck  der  potentiellen  Energie   dieselbe  Form  gibt 
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wie  in  §  9,  in  der  kinetischen  Energie  und  im  Ausdruck  der 
allgemeinen  Yerrückung  u  aber  ein  Glied  hinzufügt: 

n 

n 

U     —  qpCpoX  +y)  Qn(pnX. 
n 

Dann  wäre  eine  der  Bewegungsgleichungen 
d'^o  _   .) 

und  im  Falle  des  Gleichgewichts  hätte  man  die  Gleichung 

Qo=\Xq)^x.dx  =  0,  i 

die  im  allgemeinen  nicht  mehr  erfüllt  werden  kann,  wenn  das 
Kraftsystem  ^  in  die  an  der  Stelle  |  wirkende  Einzelkraft 
übergeht. 

Um  das  Gleichgewicht  aufi'echt  erhalten  zu  können,  lassen 
wir  neben  dem  System  Ä  noch  in  jedem  Massenelemeut  eine 
Kraft  wirken,  die  bei  einer  Verschiebung  du  die  Arbeit  Ydudx 
leistet.     Alsdann   sind    die    verallgemeinerten  Kraftkomponenten 

Qy  =  \  Yq)yX.dx -\- \  Xq)y  X .dx,   v  =  0,   n 

und  die  erste  von  ihnen,  die  verschwinden  muß,  wird,  wenn  man 
das  System  9:  wie  früher  spezialisiert, 

^0  =  J  y(poX.dx  -\-  cpo^  =  0. 

Diese  Gleichung  erfüllt  man  am  einfachsten,  indem  man 
Y  =  —  (pox.cpo^ 
setzt;  dann  haben  die  Größen  Q^  wieder  die  frühere  Gestalt 

Qn  =  ^X(pnX.dx  =   <3P„^.j  Xdx  =  (jP„|, 

da  die  Ausdrücke 

j  Y(pnX.dx  =  —  q)o^.^(p„x.(poXdx 

verschwinden. 

Hieraus  ergibt  sich  im  Falle   des  Gleichgewichts  wie  in  §  9 


qn  =  j- 


Qn  (Pn  < 
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und  für  die  Verriickuncj  erhält  man  die  Formel 


u 


=  7o  9^0  ^  +  21j 1 ■ 


in  der  q^  eine  Funktion  von  |  ])edeutet.  Gelingt  es  speziell,  die 
Kräfte  X  und  Y  so  zu  bestimmen ,  daß  bei  der  von  ihnen  fest- 
gehaltenen Gleichgewichtslage  die  Koordinate  tjo  ihren  Anfangs- 
wert Null  erhält,  so  ist  die  Größe 

als  Verrückung  mechanisch  vollkommen  gedeutet,  und  sie  gibt 
als  Kern  einer  Integralgleichung  genommen  die  Beziehungen 

qpnl  =  A„  j/i:(a;,  ^)(pnX.dx,     ^  K(x,\^)(poX .dx  =  0. 

Die  hier  entwickelte  Methode  bleibt  mit  einer  leichten  Modi- 
fikation brauchbar,  wenn  die  lebendige  Kraft  1  und  die  Ver- 
rückung u  zwei  Koordinaten,  etwa  70  und  70,  enthalten,  die  in 
der  potentiellen  Energie  nicht  vorkommen.  Hat  man  demgemäß 
die  Gleichungen 

n 

u  =  qocpoX  -\-  701  9^01  ■^'  +2j  5"  9'«'^. 

n 
n 

80  braucht  man  nur 

S  =  —  cpoX.cpo^  —  (poiX.  (poi  ^ 

zu  setzen;  dann  erhält  man  nämlich  zunächst  die  Gleichungen 
j  Sq>o  X .  dx  —  —  q)o  ^,         f  'S'tjPoi  X  ■  f^'^'  =  —  fPoi^i 

und  wenn  X  auf  die  oben  geschilderte  Weise  in  eine  punktuelle 
Kraft  ausartet,  die  im  Punkte  ^  wirkt,  so  ergibt  sich 

^XcpoX.dx  =  cpo^,         ^  XwoiX.dx  =  cpo^^, 
also 

j(X  +  ^)  (fox.dx  =  f(X  +  5*)  (fo.x.dx  =  0. 

Damit  ist  der  Boden  für  die  weiteren  oben  gezogenen  Schlüsse 
gesichert  und  man  findet  als  Wirkung  der  punktuell  gewordenen 
Kraft  X  und  der  Kraft  S  eine  Verrückung  von  der  Form 
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U  =  qoCpoX  -\-  5oi  «jPoi  X  +  V 

n  '^" 

Gelingt  es  hier,  70  und  ^oi  zum  Verschwinden  zu  bringen,  so 
ist  u  der  Kern  einer  Integralgleichung,  deren  Eigenfuuktioneu  qpja;, 
(p2X^'--  sind;  offenbar  geuügt  hierzu,  die  Größe  m  den  Glei- 
chungen 

iticpoX.dx  =  \iiq)QiX  .dx  =  0 
zu  unterwerfen. 

Diese  Methode  ist  ohne  Änderung  auf  den  zu  Ende  des  §  9 
besprochenen  Fall  anzuwenden,  daß  die  lebendige  Kraft  identisch 
verschwindet  und  die  Bewegungsgleichungen 

dq,n         cq,n 
auf  Wärmeleitungsvorgäoge  anwendbar  werden.     Wenn  dann  die 
potentielle  Energie  V  von  qo  frei  ist,  so  nimmt  die  entsprechende 
Bewegungsgleichung  einfach  die  Form 

(/q  =  0,  g'o  =  const. 
an,  so  daß  q^fp^x  eine  stationäre  Temperatur  repräsentiert.  Der 
punktuell  wirkenden  Kraft  entspricht  nach  §  9  eine  Wärme- 
quelle; die  entwickelte  Methode,  den  Kern  zu  suchen,  dessen 
Eigenfunktionen  (piX^  q)2X  ...  sind,  kann  daher  so  formuliert 
werden,  daß  man  außer  der  Quelle  im  Punkte  |  durch  das  ganze 
System  hin  Wärmemengen  auftreten  läßt,  und  zwar  im  Element 
dx  die  Menge  —  cpoX.cpo^  .dx. 

Die  hierdurch  hervorgerufene  Temperatur  K(^x,  |)  sucht  man 
dann  so  zu  spezialisieren,  daß 

\KiX.   ^)cpQX.dX   rrr    0, 

was  möglich  ist,  da  man  jeder  stationären  Temperatur  einen 
Summanden  const.  q)oX  beifügen  kann.  Ist  die  letzte  Gleichung 
erreicht,  so  erwartet  man  die  bilineare  Formel 

Kix,^)J^^^^. 

§17. 

Spezielle  Fälle  von  Ausartung. 

Wir  wenden  die  letzten  P'ormeln  auf  den  Fall  eines  longi- 
tudinal    sciiwingenden    homogenen    Stabes    von    der   Länge    und 

Kneser,  Integralgleichungen.  s 
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Masse  Eins  an,  dessen  Enden  frei  sind,  und  der  demgemäß  in 
seiner  Längsrichtung  verschiebbar  ist.  Bewegungsgleichung  und 
Grenzbedingungen  sind  folgende: 

d^u  _  d^u  du 


a;  =  0,l 

=  0. 


Diese  Forderungen  werden  erfüllt,  wenn  man  «  konstant 
setzt,  was  offenbar  eine  longitudinale  Verscliiebung  des  unver- 
zerrten Stabes  bedeutet.     Allgemein  kann  man  daher  setzen : 

n>0 

sodann  findet  man  aus  der  Bewegungsgleichung,  indem  man  sie 
auf  jedes  einzelne  Glied  der  letzten  Summe  anwendet, 

\_  d^Qn  _      1      rpq)„x  _  _  ^ 

und  die  Grenzbedingungen  ergeben,  daß 

A„  =  ;r2«2^         (jp„  a;  =  y  2  cos  n  :t  ic 
zu  setzen  ist. 

Nun  ist  bei  der  zugrunde  gelegten  Form  der  Bewegungs- 
gleichung "dulcx  die  in  der  Richtung  wachsender  x  wirkende  Span- 
nung; wenn  daher  in  einem  Punkte  x  =  ^  eine  Einzelkraft  P 
wirkt,  so  muß  dieselbe  mit  den  auf  beiden  Seiten  dieser  Stelle 
angestrebten  Grenzwerten  der  Spannung  im   Gleichgewicht   sein: 

du 

dx 


oder  für  P  =  1 


du 
dx 


£-0 

=    1. 
4  +  0 


Wirkt  ferner  in  irgend  einem  Element  dx  eine  longitudinale 
Kraft  Y  (1 X,  so  muß  sie  im  Gleichgewicht  stehen  mit  der  Resul- 
tante der  in  den  Enden  des  Elements  auf  dieses  wirkenden  Span- 
nungen, also 


-17-7  ,      du 

Ydx  -f  ^— 

'    dx 


Sucht  man  also  nach  dem  Ansatz  des  §16  die  Gleichgewichts- 
figur des  Stabes  unter  der  Wirkung  einer  an  der  Stelle  |  an- 
gebrachten Kraft  von  der  Intensität  Eins  und  einer  im  F.lenient 
dx  angebrachten  Kraft 
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Ydx  =  —  qpo^  .cpQ^.dx  =  —  dx^ 
so  ist  die  zugehörige  Verrückung  diejenige  Lösung  der  Gleichung 


die  die  Grenzbedingungen 

du 

dx 

erfüllt  und  an  der  Stelle  |  eine  Unstetigkeit  darbietet,  die  durch 
die  Gleichung 

du 

dx 
definiert  wird. 

Als  Lösung  dieser  Aufgabe  ergibt  sich,  wie  schon  in  §  1  be- 
merkt ist,  für  X  <^^ 


j:  =  0,1 

=  0 


;  — 0 

=  1 

:  +  o 


a:2  4-  ^2 
it  =  —  I  -|-  - — ^—^ 1-  c,         c  ^=  const, 


für  :r  >  I 


u  =  —  X  -\ ^Y^  +  f, 


und  wenn  man  w  durch  K{x^  |)  ersetzt,  gilt  für  die  Funktionen 
g?!  a-,  qpa  ^1  •  •  •  ^iß  Integralgleichung 

1 
^^^x  =  n^n^^K{x,  |)g)„|.(?^, 

0 

was  man  aus  den  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  K{x,^) 
und  q)nX  sind,  leicht  verifiziert.  Die  Konstante  c  bestimmt  das 
Glied  qo(poX  in  der  allgemeinen  Formel  des  §  16;  setzt  man 

so  findet  man 

1 

0 

und  diese  Gleichung  bedeutet  offenbar,  daß  der  Schwerpunkt  des 
Stabes  seine  ursprüngliche  Lage  behält. 

Ein  verwandtes  Beispiel  bietet  das  in  §  11  betrachtete  ro- 
tierende Seil,  wenn  es  nicht  in  der  Achse  endet,  sondern  sich 
von  X  =  —  1  bisa:  =  +l  erstreckt  und  auch  da,  wo  es  die 
Achse  schneidet,  längs  dieser  beweglich  ist  wie  ein  Faden  in 
einem  länglichen  Nadelöhr.  Man  hat  dann  für  die  Funktion  9?„ 
die  Bedingung,   daß   die   Größen   (pn{-\-l)  und  <p„  ( — 1)   endlich 

5* 
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sein    müssen.     Die    Randwertaufgabe,    in    der    die    Differential- 
gleichung 

auftritt,   bat  aucb  eine  Lösung,   wenn  A  =  0  gesetzt  wird,  und 
zwar  die  Konstante;  normiert  man,  so  ergibt  sich 

1 

V2 
Da  nun  wie  in  §  1 1  auch  hier  die  Spannung  durch 

ausgedrückt  wird,  so  findet  man  für  die  Greensche  Funktion  die 
Gleichung 

und  die  Unstetigkeitsbedingung 


du 


(1  -  -')  ä-. 


=  1. 


Setzt  man  u  =  K  (x,  |)  und  bestimmt  die  in  ii  verfügbare 
additive  Konstante  so,  daß  die  Gleichung 

+  1 

^K{x,  ^)dx  =  0 

—1 
besteht,  so  findet  man 

x<^,    K{x,  ^)  =  -  l\og  [(1  _  :r)  (1  +  ^)]  -  I  4-  log2, 
x>^,    K{x,  I)  =  -  ilog  [(1  +  X)  (1  _  |)J  _  i  +  log 2. 

Die  Lösungen  des  Randwertproblems  sind,  wie  in  §  28  näher 
ausgeführt  werden  soll,  die  Legendreschen  Polynome  beliebigen 
Grades. 

Ein  weiteres  Beispiel  dieses  Falles  findet  sich  bei  den  trans- 
versalen Schwingungen  eines  Stabes,  dessen  Enden  beide  frei 
sind.  Hält  man  die  Bezeichnungen  des  §  12  fest,  so  hat  man 
für  die  Verrückung  die  Differentialgleichung 

und  die  Grenzbedingungen 
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0,1 

=  0. 


(2)  ^ 

Diese  Forderungen  werden  zunächst  erfüllt,  wenn  man 
u  =  q(px 
setzt  und  die  Differentialgleichungen 

f"^  =  0,         ^?  =  0 

gelten.  Die  Größe  (px  kann  dann  aus  zwei  linear  unabhängigen 
linearen  Funktionen  von  x,  etwa  1  und  x  —  c  zusammengesetzt 
werden;  diese  sind  aber  nur  dann  zu  einander  orthogonal,  wenn 
die  Gleichungen 


{{x  —  c)  dx  =  0^        ^  =  2 


gelten.     Die   Funktion   x  —  |    wird   ferner   erst   dann   normiert, 

wenn  wir  sie  mit  yi2  multiplizieren;  denn  man  findet  leicht 
1 

0 

Hiernach  wird  man  setzen  können: 

(foX  =  1,         (poi  X  =  1/12  (x  —  I), 
und  es  gibt  spezielle  Vennickungen  von  der  Form 

u  =  qofpoX  =  qo,  u  =  q^  (jPoi  ^  =  1^  5oi  (^  —  1)^ 

in  denen  go  und  goi  lineare  Funktionen  der  Zeit  sind,  so  daß 

dt^    ~    dP    ~ 

Die  mechanische  Bedeutung  dieser  Verrückungen  ist  leicht 
ersichtlich:  die  erste  ergibt  eine  longitudinale  Verschiebung  des 
unverzerrten  Stabes,  die  zweite  eine  Drehung  um  den  Mittel- 
punkt X  =  2.  Daß  die  potentielle  Energie  des  Stabes  von  den 
Amplituden  dieser  Bewegungen  unabhängig  ist,  wenn  von  der 
Schwerkraft  abgesehen  wird,  machen  schon  allgemeine  dynamische 
Erwägungen  plausibel. 

Ferner  werden  die  Forderungen  (1)  und  (2)  erfüllt,  wenn 
man  ansetzt: 

n  =  qnCpnX, 


'^1 


d'^(pn 

dx^ 


=  0, 
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dt^ 


+  Kqn  =  0; 


sind  7)in  die  positiven  Wurzeln  der  Gleiclmng 

cos  m  6oj  ni  =  1 , 
A„  =  am*, 
und  wenn  man  die  Funktionen  cpnX  normiert, 


80  findet  man 


(p„x  = 
(sin  m„  —  Sin  nin)  (cos  mnX-\-^o\mnx)  —  (cos  m„  —  6oj  w«)  (sin  m„x  -{-  Sin  ninX) 

%Q  nin  —  sin  >H„  (5oi  »i„ 
Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt  leicht 


l  g)„c<.  ^pWf?«  =  0,       M  ^  p, 


außerdem  aber  auch 


1  1 

(pnoc.da  =  —     cpn'cK.du  =  —  [g?;;'  1  —  q)'n  0]  =  0, 

0  0 

r       ^      « f    ,v    7      « 1    ,„   '    r  ,»    ;  ) 

1  a g)„ « . a «  =  p    « g)„  « . rt «  =  —    « <jp„  a     —     g?    u.aa) 


=   J-(«g'n'«  «Pn«) 


=  0. 


Die  Funktionen  9?„a;  sind  also  nicht  nur  untereinander,  son- 
dern auch  zu  den  Funktionen  (p^x  und  ^Poi^;  orthogonal.  Man 
findet  daher,  indem  man 

n 

setzt,  für  die  lebendige  Kraft  des  Stabes  den  Ausdruck 

1 

T  =  !  f  (^y  dx=l\ql-i^  ql  +S  '^"1' 

und    die  Bewegungsgleichungen   (4)   und    (3)    werden   richtig   er- 
halten, wenn  man  für  die  ])()tentielle  Energie  den  Ausdruck 

n 

ansetzt. 

Um  jetzt  der  allgemeinen  Methode  gemäß  den  Kern  einer 
Integralgleichung   zu   erhalten,    deren   Lösungen   die   Funktionen 
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<p„x  sind,  lassen  wir  im  Punkte  |  eine  transversale  Kraft  von 
der  Intensität  Eins  wirken;  die  von  ihr  bewirkte  Verrückung  u  hat 
dann  nach  §  12  die  Unstetigkeit,  die  durch  die  Gleichung 


(5)  -a 


=  1 

1+0 


ausgedrückt  wird.     Ferner  rührt   an  jeder  Stelle   von   der   Ver- 
rückung u  eine  transversale  Kraft 

d^ii   , 
—  a  -r: — -  dx 
dx^ 

her;  lassen  wir  nun  außerdem  die  Kräfte 

—  (93oa^-qPol  +  «jPoi'S^-^'oib)  dx 
wirken,  so  ergibt  sich  als  Gleichgewichtsbedingung  die  Gleichung: 
d^n 

«d«^  dHL 


a 


+  1  4-  12(,r- 1)^-1)^0. 


0,1  flZ^i  |0,1 


dx^ 

Diese    Differentialgleichung    verbunden     mit    der    Unstetigkeits- 
beziehung  (5)  und  den  Grenzbedingungen 
d'^u 

ergibt  durch  elementare  Rechnung  folgenden  Ausdruck: 

TZ  r       y\  k  —  ^P  X'^^ -\-  X^^     ,     X^i,  -\-  X^^ 

au  =  aK{x,  ^)  =  ^—~^ ^0         +  4 

a:5  -I-  g5         3;4  4-  |4        a;2g  -|-  x^^        x^  -^  ^^        U 
"^        20  6  4  "^        12        "1    35  "^^ 

~"  21Ö  ^"^  "^  ^^  +  TÖ5  * 
Aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  folgt  mittels  der  Identität 

d*iv  d'^v d   V    d^iv  d^v        dw  d^v       dv  d^wl 

dx*  dx*       dx  l    dx^  dx^    ■"  dx  dx^       dx  dx^\ 

die  Integralgleichung 

1 

9t.l   =    ^nj  K{X,  I)  (pnX.dx 
0 

sowie  die  Beziehungen 

1  1 

^K{x,  ^)(poX.dx  =jZ(.r,  ^)(pQ^x.dx  =  0. 
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§  18. 

Die  ausgearteten  Fälle  nach  einer  zweiten  Methode.    Systeme, 

deren  Schwingung^szahlen  sich  im  Eudliclien  häufen. 

Eine  andere  Methode,  die  ausgearteten  Fälle  zu  behandeln, 
ergibt  sich,  wenn  man  davon  ausgeht,  daß  die  ersten  Entwicke- 
lungeu  des  §  13  gültig  bleiben,  wenn  beliebig  viele  der  Kon- 
stanten A  verschwinden.  In  den  Entwickelungen  nämlich,  die  von 
der  Gleichung  (1)  aus  zu  dem  Resultat  (2)  führen,  treten  überall 
nur  die  Nenner  A„  —  ß^  auf;  ist  also  ß  von  Null  und  allen  nicht 
verschwindenden  Werten  A„  verschieden,  so  repräsentiert  der  Aus- 
druck 

den  Raumfaktor  einer  erzwungenen  Schwingung,  und  .\"  ist  der 
Raumfaktor  der  wirkenden  Kraft.  Läßt  man  diese  wieder  in  eine 
allein  an  der  Stelle  |  wirkende  Kraft  von  der  Intensität  Eins  in 
der  Weise  ausarten,  daß  die  Gleichung 

^Xdx  =  1 

gilt,  so  geht  die  Größe  u  in  die  Form 

^  ^  -^  A,.  —  iP 

n 

Über,  und  diese  kann  als  symmetrischer  Kern  einer  Integral- 
gleichung benutzt  werden,  deren  Lösungen  alle  Funktionen  (p^x 
sind,  gleichviel  ob  die  zugehörigen  Werte  A„  verschwinden  oder 
nicht.     Denn  offenbar  gilt  die  Gleichung 

qPnl  =  (An  —  ß^)^\\(pnOC:clx, 

und  die  Differenzen  A,i  —  ß^  sind  alle  von  Null  verschieden. 

Der  Nutzen  dieser  Bemerkung  beruht  darauf,  daß  die  mecha- 
nische Redeutung  der  Größe  u  unter  Umständen  gestattet,  sie 
explizite  auszurechnen  und  dadurch  die  bilineare  Reihe  (1)  zu 
summieren. 

Wirkt  z.  R.  auf  die  transerval   schwingende  Saite   oder   den 
longitudinal  schwingenden  Stab  im  Punkte  x  ^  ^  die  Kraft  von 
der  Intensität  cos,{ßt  -)-  y),  und  soll  die  Verrückung  u  in  einen 
Raum-  und  Zcitfnktor  nach  der  Gleichung 
u  =  ncos{ßt  -|-  y) 
zerfallen,  so  muß  nach  §  10  (3)  die  Gleichung 
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du 


oder 


cos(/3i  4-  y)  _  _  cos(ßt  -f-  y) 


i  — 0 


i  +  o 


=  0 


du 
dx 


i-o 


=  1 


i  +  o 


bestehen.    Ferner  gilt  allgemein  die  Differentialgleichung 

d^w 


dx' 


+  ^^11  =  0, 


und  die  Grenzbedingungen  sind  im  Falle  der  Saite 


im  Falle  des  Stabes 


u 

d\x 
dx 


=  0, 


=  0. 


(2) 


Die  diese  Forderungen  erfüllenden  Größen  u  sind  aber  schon  in 
§  1  bestimmt;  man  findet  bei  der  Annahme  a:  >>  |  für  die  Größe 
u  im  Falle  der  Saite 

©in/3(l  — j-)@tn/3| 
/3©in/3 
im  Falle  des  Stabes 

(SDi^(l-^)6oi/3g 
ß  ein  ß 

und  bei  der  Annahme  x  <i^  sind  die  Buchstaben  x  und  |  zu  ver- 
tauschen. 

Die  sämtlichen  beim  Stabe  auftretenden  Eigenfunktionen, 
auch  die  Konstante,  der  kein  Glied  in  der  potentiellen  Energie 
entspricht,  sind  also  Eigenfunktionen  des  Kernes  (2),  und  der  Eigen- 
funktion 1  entspricht  der  Eigenwert  —  ß'^^  der  Eigenfunktion 
y2  co8»;r:r  der  Eigenwert  n'^n^  —  ß^. 

Hier  möge  eine  Betrachtung  über  ausgeartete  Kerne  Platz 
finden,  die  von  Fredholm  herrührt  und  von  Schaefer  auf  die  Theorie 
der  Dispersion  und  der  Serien  Spektren  angewandt  ist. 

Sei  K  (r,  a)  einer  dieser  Kerne,  für  den  die  Gleichung 
1 
^K{x,a)da  =  0 

0 

oder  lieber,  indem  eine  Konstante  hinzugefügt  wird,  die  Gleichung 


(3) 


\K{x^  a)dc(,  =  a 
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gilt,  in  der  a  eine  negative  Konstante  bedeutet.  Sei  ferner  @x 
die  Verrückung  an  der  durcli  x  bezeichneten  Stelle  eines  linearen, 
von  a;  =  0  bis  a;  =  1  erstreckten  Massensysteras  'DJi  und  werde  an- 
genommen, daß  das  Massenelement  da  auf  das  Element  dx  die 

Kraft 

K{x,  a)[@x  —  &a]dxda 

ausübt.     Dann  wirkt  auf  das  Element  dx  die  Gesamtkraft 
1 
dx{  K{x,  a)[&x  — ;0a]cZa, 

0 

und  man  erhält  die  Bewegungsgleichung 

1 

dx         '    =  dx    K(x,  a)  [0x  —  0a]da. 

0 

Soll  das  System  harmonisch  schwingen,  so  hat  man  etwa 

&x  =  (f  X .  cos  {ßt  -\-  y) 

zu  setzen  und  erhält  sofort 

1 

—  ß^q)x  =  \K(x,  a)  [(p x  —  q)a]da, 

0 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3): 

1 
—  ß'^ (p X  :=  (i (p X  — \  K (Xi  a)(pu.d a, 

(4)  1      ' 

(px  =  X\  K(x^  a)cpa.da, 


wobei  zu  setzen  ist 

Die  Eigenwerte  der  Gleichung  (4)  können  sich  nun  nach  i^  8 
nur  im  Unendlichen  häufen;  sind  ihrer  unendlich  viele,  ^wie  in 
den  betrachteten  Beispielen,  so  erhält  das  Massensystem  53J  un- 
endlich  viele   Schwingungszahlen   /3,    die   sich   in   der   Nähe   des 

Wertes  V  —  a  häufen. 

Auch  die  erzwungenen  Schwingungen  dieses  Systems  sind 
leicht  zu  übersehen.   Wirkt  nämlich  auf  das  Element  dx  die  Kraft 

dx .y.  cos  {ßt  -\-  y) 
und  versuchen  wir, 

@x  =  u  cos  (/!3  <  -f-  y) 
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ZU  setzen,  so  hat  die  Bewegungsgleichung  die  folgende  Form: 
1 

dx  =  dx    K(x,  a)  [@x  —  &a]a  -\-  dx.l  cos{ßt  -\-  y); 

0 

sie  ergibt  für  u  die  Gleichung 

1 
(ß^  -{-  a)vi  =  \  Z(.r,  «)  u  (a) da  -\-  K , 

0 

also  eine  nichthomogene  Integralgleichung,  die  durch  die  Schmidtsche 
Formel  nach  §  13  sofort  gelöst  werden  kann: 

U  =  AX  +^'2   J^^\^-<PnXdx. 


Dritter  Absclmitt. 

Integralgleichungen  und  die  Sturm -Liouvillesche 

Theorie. 


§19. 
Die  Sturm-LiouYilleschen  Funktionen. 

Die  analytischen  Hilfsmittel,  die  wir  in  den  letzten  Para- 
graphen kennen  gelernt  haben,  ermöglichen  uns,  ein  Problem 
allgemeinen  Charakters  in  Angriff  zu  nehmen,  das  durch  die  ihm 
gewidmeten  bewundernswerten  Arbeiten  von  Sturm  und  Liouville 
besonders  wichtig  geworden  ist. 

Erstreckt  sich  ein  die  Wärme  leitender  heterogener  Stab 
längs  der  Abszissenachse  von  x  =  0  bis  x  -=  l  und  ist  (j  die 
spezitische  Wärme,  k  die  innere  Leitfähigkeit,  l  das  seitliche  Strah- 
lungsvermögen, endlich  t  die  Zeit,  so  erfüllt  die  Temperatur  u 
die  Differentialgleichung 


8m 

d      ,   du\        , 
dx\    dx) 

und  die  Grenzbedingungen 

du        , 
hu 

dx 

=  0, h  Hu 

ex    ' 

1 


=  0, 

in  denen  h  und  H.  die  Werte  der  äußeren  Leitfähigkeit  der  End- 
querschnitte, also  positive  Konstante,  bedeuten.  Wird  einer  dieser 
Querschnitte  oder  beide  auf  der  konstanten  Temperatur  Null 
gehalten,  so  erhält  man  eine  der  Grenzbedingungen 

oder  beide,  auf  die  man  auch  dadurch  kommen  kann,   daß  man 

eine  der  Konstanten  A,  H  oder  beide  unendlich  werden  läßt. 

Setzt  man 

u  =  Y  e-^* , 


dV 
(2)  k^^-hV 


dV 

dx    ' 


=  0 
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wobei   V  von  t  unabhängig  und  A   eine  Konstante  sei,  so  erhält 
man  die  Aufgabe,  die  Größe   V  aus   der  Differentialgleichung 

«  ^(*^)  +  (^^-')^  =  » 

und  den  Grenzbedingungen 

0 

hV 

dx 
zu  bestimmen,  von  denen  auch  eine  oder  beide  in  die  Formen 

ausarten  können. 

Einen  speziellen  Fall  dieser  Randwertaufgabe  erhält  man  bei 
der  Theorie  der  heterogenen  Saite,  deren  Bewegungsgleichung 
wenn  u  die  Verrückung  bedeutet,  in  der  Form 

d'^u  d    /,  du 

^JF  ~  dx\    "dx 
anzusetzen  ist,  und  wenn  man  eine  der  Gleichungen 

u  =  V  cos  \ U,      u  =  V  sin  )fl.t 
ansetzt,  genau  auf  die  Differentialgleichung 


(^k)  +  ^^''=« 


dx 

mit  den  Grenzbedingungen 

V\'=  V\'  =  0 
zurückgeführt  wird. 

Man  sieht,  daß  hier  wie  oben  bei  der  Wärmeleitungsaufgabe 
die  Größen  g,  k  ihrer  physikalischen  Bedeutung  nach  auf  der 
Strecke  von  a;  =  0  bis  x  =  1  positiv  sind,  und  daß  l  jedenfalls 
nicht  negativ  ist.  Außerdem  darf  noch,  ohne  daß  die  Aufgabe 
spezinlisiert  wird,  ^  =  1  gesetzt  werden.  Denn  man  kann  die 
Gleichung  (1)  in  der  Form 

gdx  y     gdxj        \  g, 

schreiben;  führt  man  dann  die  Größe 

X  1 

x^  =\gdx:\gdx 

0  0 

als  neue  Variable  ein,  und  setzt 


V=  0 
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gk: 

f         1^ 
gdx     =A-,, 

-  •' 

0 

'^"- 

so  erhält  man  die  Gleichung 

dx,  \ 

'■S+i'- 

■h)v  = 

in  der  die  Größe  Jc^  und  /j  dieselben  Eigenschaften  haben,  wie  sie 
oben  für  h  und  /  gefordert  wurden,  und  die  Greuzbedingungen  (2) 
behalten  ihre  Form,  so  daß  jetzt  der  Index  1  wieder  weggelassen 
werden  kann. 

Um  die  aufgestellte  Randwertaufgabe  auf  eine  Integralgleichung 
zurückzuführen,  schließen  wir  zunächst  den  Fall  h  =  H  =^  0  aus 
und  bewirken  dadurch,  daß  die  Gleichung 

kein  Integral  besitzt,  das  auf  der  Strecke  von  x  =  0  bis  x  z=  1, 
dem  Grundgebiet,  wie  wir  wieder  sagen  wollen,  mit  seiner  Ab- 
leitung stetig  ist  und  beide  Randbedingungen  erfüllt.  Denn  wenn 
z.B.  h  nicht  verschwindet,  ist  von  den  Größen  dyjdx  und  y  an  der 
Stelle  a;  =  0  die  erste  von  Null  verschieden,  etwa  positiv,  die  zweite 
nicht  negativ,  und  daraus  folgt,  daß  die  Größe 

y   dx^ 

mit  positiven  Werten  beginnend,  in  den  nicht  positiven  Wei-t 
—  H  übergeht,  wenn  man  x  von  0  bis  1  laufen  läßt.  Nun  kann 
die  Größe  y  im  Grundgebiete  für  positive  Werte  von  x  nicht 
verschwinden,  da  die  Größen  kdy/dx  und  y  bei  kleinen  Werten 
von  X  mit  positiven  Werten  beginnen,  und  erstere  der  Gleichung  (3) 
zufolge  nicht  abnehmen  kann,  solange  y  positiv  ist;  verschwände 
aber  y  im  Gebiet 

0  <  a-  ^  1, 

80  müßte  'dydx,  mitliin  auch  Icdy/dx  vorher  den  Wert  Null 
eiTeicht  haben,  was  unmöglich  ist,  da  die  letztere  Größe  bei  posi- 
tiven Werten  von  y  nicht  abnimmt. 

Somit  kann  die  Größe  ,:  ihr  Vorzeichen  im  Innern  des  Grund- 
gebietes nicht  ändern  und  an  der  Grenze  .r  =  1  nicht  in  einen 
negativen  Wert  oder  die  Null  übergehen. 
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Der  durchgeführte  Beweis  zeigt  zugleich,  daß  im  P'alle  /i  >»  0 
eine  die  erste  Grenzbedingung  (2)  erfüllende  Lösung  der  Glei- 
chung (1)  im  Innern  des  Grundgebietes  nicht  verschwindet.  Dies 
folgt  aber  auch  im  Falle  h  =  0,  wenn  y  für  die  Stelle  a;  =  0  z.  B. 
positiv  genommen  wird,  daraus,  daß  die  Größe  kdyldx  im  all- 
gemeinen mit  X  wächst,  also  positiv  wird.  Etwas  anders  würde 
man  schließen,  wenn  l  identisch  verschwände.  Dann  wäre  Jcdyjdx 
konstant,  hätte  also,  der  ersten  Randbedingung  im  Falle  A  =-  0 
zufolge,  den  Wert  Null;  y  wäre  konstant  und  es  wäre  wiederum 
unmöglich,  die  zweite  Randbedingung  zu  erfüllen,  wenn  H  nicht 
verschwindet. 

§  20. 

Übergang  zu  den  Integralgleichungen. 

Es  seien  nun  cp  x  und  ^'  x  zwei  im  Grundgebiet  stetige  Lösungen 
der  Gleichung  (3)  des  §  19,  von  denen  die  eine,  etwa  (px^  die  erste 
Grenzbedingung  erfüllt,  die  andere  die  zweite.  Dann  kann  man 
annehmen,  es  gelte  die  Identität 


,  /    dfp  di\)\ 


da  ihre  linke  Seite  jedenfalls  konstant  ist,  und  ein  konstanter 
Faktor  in  jeder  der  Größen  (p  und  t/^  zur  Verfügung  bleibt.  Ver- 
schwände der  konstante  Wert  dieser  Größe,  so  wären  (p  und  t^ 
nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterschieden ;  die  Gleichung  (3) 
des  §  19  hätte  also  eine  Lösung,  die  beide  Grenzbedingungen 
erfüllte,  was  nach  §  19  nur  in  dem  ausgearteten  Falle  h  =  H  =  0 
eintreten  kann. 

Sehen  wir  von  diesem  ab,  so  kann  der  Kern  der  gesuchten 
Integralgleichung  gebildet  werden,  indem  man,  wenn  x  ^  ^  ist, 
setzt 

^{^^  I)  =  (pX't^, 
und,  wenn  a;  ^  |  ist, 

K{x,  I)  =  (p^.i>x. 
Die  so  definierte  Größe  erfüllt  nämlich,  wenn  wir  wie  gewöhnlich 

setzen,  die  Gleichung 

(1)  ^lM^^(pM_jK^,,^^  =  o 
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und  die  beiden  Grenzbedingungen  (2)   des  §  19,   und  ist   an  der 
Stelle  X  =  ^  Singular,  so  daß  die  Gleichung 


=  1 

4+0 


besteht. 

Versteht  man  nun  unter  fx  eine  beliebige,  im  Grundgebiet 
stückweise  stetige  Funktion,  unter 


X 

Fx=JK(x,  a)fa.ih 


eine  quellenmäßig  dargestellte  Funktion,  so  findet  man  durch 
dieselbe  Rechnung,  wie  sie  in  §  2  zu  ähnlichem  Zweck  angewandt 

wurde, 

1 

F'x  =jii'(.r,  «)/■«. f?a, 

0 

dJkF^  _  \äMl^l2!^faulaJrl^4x\K'{x,x-())-E!{x,xJrm\ 

Cl  X  J  (IX 

0 

da  nun  die  expliziten  Ausdrücke  der  Funktion  K  die  Gleichungen 

K'  {x,  x  —  0)  =  K'{x-\-0,  x), 

K'  (X,  a:  +  0)  =  Z'  (x  —  0,  x) 

ergeben,  so  folgt  aus  der  erhaltenen  Gleichung  für  alle  Stellen, 

an  denen  fx  stetig  ist,  die  Identität 

dCkF'x)        , -r-  y 

^2^  — ^ —  IFx  =^  —  fx. 

^  ''  dx 

An  den  Unstetigkeitsstellen  ist  das  Symbol  F"  zunächst  nicht 
definiert.  Man  erkennt  ferner  aus  der  angegebenen  Form  der 
Größe  F',  daß  die  Funktion  F  die  Randbedingungen  der  Größen 
K{x,  a)  und    V  erfüllt. 

Ist  umgekehrt  die  Funktion  Ox  auf  dem  Grundgebiet  mit 
ihrer  ersten  Ableitung  stetig,  während  die  zweite  Ableitung  stück- 
weise stetig  ist,  und  erfüllt  sie  die  (Jrenzbedingungen,  so  ist  die 
Funktion 

fx  = ^  ,       ^  +  lOx 

'  dx 

stückweise  stetig,  und  man  kann  mit  ihr  die  vorher  eingeführte 
Größe  Fx  bilden.  Dann  ergibt  sich,  indem  man  diese  Gleichung 
mit  K{x,  ^)  multipliziert  und  zu  der  mit  <Px  multiplizierten 
Gleichung  (1)  addiert, 
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-^  [k{0,v.K'{r,  I)  -  K{x,  t)0'x)]  =  K{x,  ^)fx; 

wenn  man  sodann  über  das  Grundgebiet  integriert,  die  allgemeine 
Integrationsregel  des  §  2  benutzt  und  bedenkt,  daß  die  Größe  in 
eckigen  Klammern  an  den  Stellen  x-  =  0  und  x  =\  verschwindet, 
weil  die  Funktion  ^x  die  Grenzbedingungen  erfüllt,  so  erhält 
man  folgendes  Resultat: 

(3)  l-0x.K'{x,  t)  \'''=  ^1  =  1  Ä%r,  ^)fx.dx; 

I  i'  f  0  J 

0 

die  Funktion  O  kann  also  quellenmäßig  dargestellt  werden. 

Ein  si^ezieller  Fall  dieser  Größe  ist  F,  die  Lösung  des 
Sturm-Liouvilleschen  Randwertproblems,  wenn  eine  solche  existiert. 
Für  sie  gilt  die  Gleichung 

dx 
ei'setzt   man   demgemäß   fx   durch    X  F,    so   ergibt    sich   aus   der 
Gleichung  (3) 


V^  =  l\VK{x,^)dx, 


womit  das  Randwertproblem  auf  eine  homogene  Integralgleichung 
zurückgeführt  ist. 

Daß  umgekehrt  jede  Lösung  der  Integralgleichung  auch  eine 
Lösung  des  Randwertproblems  ist,  folgt  sofort  daraus,  daß  die 
rechte  Seite  der  Integralgleichung  quellenmäßig  dargestellt 
erscheint,  woraus  sich  nach  der  zwischen  f  und  F  geltenden  Be- 
ziehung (2)  ergibt 

dx  \  dx J 
außerdem  erfüllt  jede  Lösung  der  Integralgleichung  ebenso  wie 
jede  (piellenmiißige  Fuid<tiou  die  Grenzbedingungen.  Da  nun  beim 
Randwertproblem  zu  jedem  Eigenwert  offenbar  nur  eine  bis  auf 
konstante  Faktoren  bestimmte  Eigenfunktion  gehört,  so  gilt  dasselbe 
für  die  Integralgleichung,  so  daß  die  in  J;  8  erörterten  Komplika- 
tionen ausgeschlossen  sind. 

Diese  Entwickelungen  sind  im  Falle/i=^7/=0  zu  modifizieren, 
wenn  das  durch  die  Grenzbedingung 

HO  c\ 

2/  I  =  0 

Kiiescr,  Integralgleichungen.  g 
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bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmte  Integral  der  Gleichung 

von  selbst  auch  die  zweite  Grenzbedingung 

erfüllt.  Sei  cp^x  dieses  Integral,  das  als  eine  stationäre  Tem- 
peratur des  Stabes  angesehen  werden  kann,  und  werde  die  Glei- 
chung 

1 

{((pQuyda  =  1 

0 

vorausgesetzt.  Dann  ist  nach  §  16  als  Kern  der  Integralgleichung 
die  stationäre  Temperatur  n  zu  nehmen,  die  durch  eine  an  der 
Stelle  a;  =  I  wirkende  Wärmequelle  hervorgerufen  wird,  wenn 
in  jedem  Element  dx  die  Wärmemenge  — dx .(p^x .(p^^  erzeugt 
wird.     Aus  diesen  Festsetzungen  ergibt  sich  die  Gleichung 

(5)  J7  (^71^)  -  ^"  -  9Po-^'.<JPol  =  0 


dx  \  dx 
mit  den  Grenzbedingungen 

d  X  I 
und  der  Unstetigkeitsbedingung 

ÜX  14  4-0 

wodurch  die  Größe  u  offenbar  nur  bis  auf  einen  Summanden 
von  der  Form  ccp^x  bestimmt  ist,  in  dem  c  eine  Konstaute 
bedeutet.     Diese  können  wir  benutzen,  um  die  Gleichung 

(6)  {u(poX.dx  =  0 

0 

zu  erwirken. 

Multipliziert  man  jetzt  die  Gleichung  (5)  mit  tpx,  die  Gleichung 

(^)  ^.("^)  +  (^-')^  =  ° 

mit  u  und  subtrahiert,  so  ergibt  sich  durch  die  oben  gebrauchten 

Schlüsse,  indem  man 

d(p 


0,1 

=  0 


setzt, 
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,  /    du  d(p\   ^       ,  /    du  dcp\   ^-° 

\J(tx  dx)  0  \    dx  dx/^  +  o 

1  1 

—  AI  uq)dx  —  (po^     (p^x .(pdx  =  0, 


0 

1 


oder 

(8)  q>h,  —  l[u<pdx  —  (pii^\(p  .(pf^x  .dx  =^  0. 

0  0 

Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (7),   in  deren  ersterer  y 

durch  ^Jq^  ersetzt  ist, 

1 

A  [cpcp^dx  ■=  0, 

0 

also,  da  wir  uns  auf  von  Null  verschiedene  Werte  X  beschränken, 

1 
[(pfpadx  ^=  0, 

0 

und  indem  man 

u  =  K(x,  I) 
setzt,  geht  die  Gleichung  (8)  in  folgende  über: 
qp I  =  A  [ K{x,  ^)(px.dx. 

Daß  die  Größe  u  in  den  beiden  Argumenten  symmetrisch  ist, 
folgt  aus  den  Gleichungen 

nach  einer  in  §  2  benutzten  Methode  auf  Grund  der  Relation  (6), 
indem  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  K{x,  ?;),  die  zweite 
mit  K{x,  ^)  multipliziert  und  die  Differenz  ihrer  linken  Seiten 
über  das  Grundgebiet  integriert. 

Bei  den  quellenmäßigen  Funktionen  tritt  insofern  etwas 
Neues  auf,  als  die  oben  eingeführte  Funktion  0x  noch  die  Be- 
dingung 

1 

(9)  iOx.cpoX.dx  =  0 

0 

erfüllen  muß,  um  quellenmäßig  dargestellt  werden  zu  können; 
dann  ist  nämlich  O  —  F  eine  die  Grenzbedinguugen 

6* 
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äy 

dx 


0,1 

=  0 


erfüllende  Lösung  der  Gleichung  (4),  also  in  der  Form  Ctp^x 
darstellbar.  Da  nun  die  Gleichung  (6),  wenn  man  nach  |  über 
das  Grundgebiet  integriert   und  die  Integrationen  vertauscht,  die 

Beziehung 

1 

J  Fx  .(pox.d.v  =  0 

ergibt,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (9): 
1  1 

j(0  —  F)(po.r.(lx  =  j  C{(poxydx  =  0,  ü  =  0, 

0  0 

womit  die  Größe 

Ox  =  Fx 

quellenmäßig  dargestellt  ist. 

Auf  eine  andere,  theoretisch  einfachere  Weise  kann  der  aus- 
geartete Fall  erledigt  werden,  indem  man  die  Methode  des  §  18 
zum  Muster  nimmt.  Man  versteht  unter  c  eine  solche  Konstante, 
daß  die  Randwertaufgabe 

dx  \    dx)         ^  '^  dx 

keine  Lösung  besitzt;  dann  kann  die  vorgelegte  Aufgabe  in  fol- 
gende Gestalt  gebracht  werden: 

Die  Eigenwerte  V  stehen  zu  denen  des  ursprünglichen  Problems 
in  der  Beziehung 

A'  -[-  c  =  A; 

die  neue  Aufgabe  kann  aber  nach  derselben  Methode  behandelt 
werden,  die  oben  auf  die  nicht  ausgearteten  Fälle  angewandt 
wurde,  da  keiner  der  Werte  V  verschwindet. 

§  ^1- 
Integrale  linearer  Difrcrentialp;]cichungen  als  Funktionen  von 

Parametern. 

Um  die  Frage  nach  der  Lösbarkeit  des  Sturm-Liouvilleschen 
Randwertproblems  zu  untersuchen,  gehen  wir  von  der  Bemerkung 
aus,  daß,  wenn  man  allgemein 
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^        äx  \    "dx)  ^ 

setzt  und  unter  l  eine  willkürliche  Konstante  versteht,  die  Inte- 
grale der  nichthomogenen  Differentialgleichung 

(1)  Slipx  -^  X.tx  ^  fx  =  0, 

die  mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  sind  und  die  Grenz- 
bedingungen  des  Randwertproblems  erfüllen,  zugleich   Lösungen 

der  nichthomogenen  Integralgleichung 

1 

(2)  il)X  =^  Fx  +  A  j K{x,  o!)ipa.da 

0 

sind,  wenn  die  nach  §  19  gleichbedeutenden  Beziehungen 

1 

(3)  ^Fx  =  —  fx,     Fx=^ K{x,  a)fa.da 

0 

vorausgesetzt  werden,  und   umgekehrt.     Denn   die  Größe   tx  ist 
nach  §  20  quellenmäßig  darstellbar,  und  entsteht,   wie  die  Glei- 
chung (1)  zeigt,  aus  Fx,  wenn  man  fx  durch  fx  -\-  lil^x  ersetzt. 
Demgemäß  gilt  die  Gleichung 
1 
ipx  =^\  K{x,  u)  (/■«  -f-  krpa)  da 
II 

oder  die  Integralgleichung  (2),  die  umgekehrt  nach  §  20  auch 
die  Gleichung  (1)  nach  sich  zieht  und  den  Schluß  erlaubt,  daß 
die  Größe  il)x  die  Grenzbedingungen  erfüllt. 

Für  die  weiteren  Schlüsse  ist  nun  grundlegend,  daß  il)X 
ein  Quotient  zweier  ganzer  Funktionen,  d.  h.  beständig  konver- 
genter Potenzreihen  von  l  ist,  und  zwar  auch  dann,  wenn  fx 
ein  Polynom  des  Arguments  A  ist.  Der  Nenner  dieses  Quotienten 
ist  von  fx  unabhängig  und  definiert,  gleich  Null  gesetzt,  die 
Eigenwerte  des  Kerns  K{x,  |). 

Um  dies  zu  zeigen,  werde  angenommen,  in  der  Differential- 
gleichung 

g+4i  +  «^=° 

seien  V  und  Q  Polynome  eines  Parameters  l  und  stetig  für  die 
reellen  Werte  der  Variablen  ./  von  ./  ^^  ü  bis  ./=  1.  Dann  kann 
ein  Integral  y  durch  die  von  X  unabhängigen  Werte  Vo,  //ü  mittels 
der  Gleichuniien 
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dy 

~'J''     Tx 


2/0 


y 

definiert  uud  durch  die  Keilie 

^  =  yo-\-{yi  —  yn)  +  (^2  —  yi)  H — 
dargestellt  werden,  wobei  gesetzt  ist 

X  X 

(4)     //;,  -^  1  =  yö  —  j  {Py'n  +  Qyn)  dx,     ijn+1  =  yo  +\yn+idx. 

0  0 

Die  hiermit  gegebenen  Gleichungen 

X 

y'n  +  l    —  y'n   =  —\[P{lJn   —   ^j'n-l)   +    Q{Vn   —  yn-l)]dx, 

(5) 

2/n  +  l   —  yn  =  j(/„+l    —    lfn)dx 
0 

zeigen  nämlich  unmittelbar  folgendes.  Beschränkt  man  ,r  auf 
die  Strecke  von  0  bis  1  und  A  auf  ein  beliebig  begrenztes  Gebiet  ® 
in  der  Ebene  der  komplexen  Zahlen,  so  gibt  es  eine  von  x  und  A 
unabhängige  positive  Größe  A  von  der  Beschaffenheit,  daß  allgemein 
die  Beziehungen 

(6)     \y'„-yl,_,\<:(2AY-^j^^-^,    |y,._^,._,|<(2^)"-i£: 

bestehen.  Es  genügt  dazu,  Ä  so  zu  wählen,  daß  dies  für  den 
Fall  n  =  1  gilt  und  allgemein  für  die  bezeichneten  Gebiete  der 
Variablen  x  und  A  die  Ungleichungen 

Ä>\P\,  Ä>\Q\ 
bestehen;  dann  folgen  die  Beziehungen  (6)  aus  den  Gleichungen  (5) 
durch  den  Schluß  von  n  auf  w  -j-  1 ,  und  sie  zeigen ,  daß  die 
Reihe  R  bezüglich  beider  Variablen  x  und  A  gleichmäßig  konver- 
giert, mithin  im  Gebiet  &  eine  reguläre  analytische  Funktion 
von  A  darstellt.     Dasselbe  gilt  von  der  Reihe 

li'  =  yo  +  {y'i  —  y'o)  +  {y'i  —  yi)  +  •  •  •> 

und  die  erste  Gleichung  (5)  ergibt  die  Beziehung 

R'  =  y',-j(PR'  J^  QR)dx, 

0 

d.  h.  R  ist  wirklich  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 
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und  die  Gleichungen  (4)  ergeben 

li\'=y,,      E'\'=yo. 
Seien  nun  t^x,  w^  zwei  Lösungen  der  Gleichung 
2y-^ky  =  0, 

die  auf  eine  von  k  unabhängige  Weise  definiert  sind,  etwa  durch 
die  Gleichungen 


w. 


dx 


=  0,       M/'a 


dic^ 
dx 


0 

=  1. 


Sie  sind  nach  dem  soeben  erhaltenen  Resultat  ganze  Funktionen 
von  A;  und  eine  Lösung  der  Gleichung 

(7)  ^yJ^UjJ^fx   =   Q 


ist 


wobei 


CiVifx.dx    ,         CtVgfx.dx 
''2  \  — S h  1^1  J  -^ ■ 


0 


.  dwo  d  iv-, 

A  =  w,  ——^  —  IV.,  -^ 

dx  dx 


gesetzt  ist.     Die  Gleichungen 

ergeben  durch  bekannte  Schlüsse 

k/d  =  const.  =^  —  hy. 
Da  nun  die  Größen  iv^  und  ii\  als  besondere  Fälle  der  Reihe  K 
gleichmäßig  bezüglich  beider  Größen  x  und  X  konvergieren,  wenn 
letztere  dem  Gebiet  ®  angehört;  da  ferner  die  Größe  z/  von  A 
frei  ist,  so  sind  auch  die  in  p  auftretenden  Integrale  in  jedem 
Gebiet  @  reguläre,  also  ganze  Funktionen  von  A,  und  dasselbe 
gilt  von  p. 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (7)  kann  in  der  Form 
y  =  p  -{-  C^  ii\  4-  Co  IV2 
geschrieben  werden,  wobei  Cj  und  C'a  von  x  unabhängige  Größen 
sind;    also  ist  in  dieser  Form  auch  die  Größe  ipx  enthalten.    Da 
nun  offenbar  die  Gleichungen 


P 


dx  I 


gelten,  so  ergeben  sich  bei  endlichen  Werten  von  h  und  H  aus 
den  Grenzbedingungen  §  19  (2),  denen  die  Größe  ^x  unterworfen 
wird,  die  Gleichungen 
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=  0, 

dx 


Ist  dagegen  einer  der  Werte  h  und  H  unendlich  oder  sind  es 
beide,  so  wird  eine  oder  jede  der  hingeschriebenen  Gleichungen 
durch  eine  der  folgenden  ersetzt: 

C-i^iVi  -{-  C^iv^  p  =:  0, 

In  jedem  Falle  ist  die  Determinante  der  Koeffizienten  von 
Ci  und  Ca  in  den  beiden  geltenden  Gleichungen  ebenso  wie  u\ 
und  W2  eine  ganze  Funktion  von  A,  die  wir  \l  nennen.  Da  nun 
p  als  F'unktion  von  k  dieselbe  Beschaffenheit  hat,  so  ist  gezeigt, 
daß  in  der  Tat 

W 

gesetzt  werden  kann,  wobei  Zähler  und  Nenner  ganze  Funktionen 
von  A  sind. 

Ersetzt  man  übrigens  in  den  Gleichungen  (8)  die  rechten 
Seiten  durch  Null,  so  erhält  man  die  Grenzbedingungen  für  die 

Größe 

V  =  C'i  iVi  -\-  ( 2  tv2 ; 

die  Eigenwerte  der  Randwertaufgabe  sind  also  Wurzeln  der  Glei- 
chung 

f  A  =r  0. 

§  22. 

Anwendung  der  niehthomogenen  Integralgleichung; 

Existenz  des  ersten  Eigenwertes. 

Die  nichthomogeue  Integralgleichung 

1 

4>x  =  Fx  -\-  A  f  X(r,  «,)i^'«,  .r/«i, 

0 

leistet  dadurch  einen  wichtigen  Dienst,  daß  sie  die  Entwickelung 

der    Größe    ipx  nach    steigenden    Potenzen    von    A    kennen    lehrt. 

Setzt  man  nämlich  auf  ihrer  rechten  Seite 

1 
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60  ergibt  sich 

1 

tl^.r  =  Fx  -\-  ^\  l^i-^1  «i) Fa^ . d cc^ 

0 

1  1 

0  0 
und  hieraus  folgt  durch  die  Substitution 

1 

0 
die  Gleichung 

1 

^l^x  =  Fx  -\-  li  K(x,  ai)F«i  .da^ 
0 
1 1 

-|-  A2 1  \  K{x^  a-^)K{a^^  a^Fa^.da^da^ 

0  0 
1  1  1 

-|-  A3  j  j  j  ^'(ir,  «!)£"(«,,  a2)K(a2,  «3)  ipa^.dai  da^da^. 
000 
Da  nun  der  im  vorigen  Paragraphen  erhaltene  Ausdruck  der  Funk- 
tion iIjx  zeigt,  daß  sie  zwischen  festen  Grenzen  bleibt,  wenn  x  die 
Strecke  von  0  bis  1  durchläuft  und  A  auf  ein  endliches  Gebiet 
beschränkt  wird,  das  keine  Nullstelle  des  Nenners  \X  enthält, 
z.  B.  auf  einen  hinreichend  kleinen  Kreis  um  den  Nullpunkt,  so 
zeigt  die  erhaltene  Gleichung  und  diejenigen,  die  das  eingeschlagene 
Verfahren,  wenn  man  es  fortsetzt,  ergibt,  daß  die  Koeffizienten  in 
der  Entwickelung  der  Größe  ilfx  durch  folgende  Gleichungen 
definiert  werden: 

^x  =  F,  J^F,l^F,k^^ , 

1  1 

Fn  =  J  ...^K{x,  u^)K{a^,  «2)...  ir(«„_i,  a„)  Fa„.d  «„...(/ «2  f^«i- 

0       0 

Aus  diesen  Werten  der  Koeffizienten  ergibt  sich  eine  wichtige 

Formel,  indem  wir 

1       1 

F„,  =  \...\K{x,ß,)...K{ß„,^,,ßm)Fß^.dß^...dß, 
0      0 

setzen  und  das  Integral 

1 

J  F,„Fndx 
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als  {nt  -\-  n  -\-  l)faches  Integral  schreiben,  iu  dem  offenbar  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  gleichgültig  ist: 

(1)  lF,,F„doo 

0 

1        1 


0  0 

1        1 


=  j . . .  j  K{ßy,  x)  K{x,  «i) . . .  ^(«„_i,  ttn)  dxdui...  da„  K{ßi,  ß^)  .7 

X  K{ß„,-,,ß,n)dß,...dß,„dß,. 
Da  nun  offenbar 
1       1 
j...j  i^(/3i,  x)K(x,  ai)...^(a„_i,  a„)dxd  a^..  .da^  =  Fnfi/^i, 

0  0 

\...^K{ß,,ß,)...K(ß„,_,,ß„,)dß,...dß„,  =  F„,_,ß,, 

Ö  0 

so  erhält    man  aus    der  Gleichung  (1),    wenn   m  >>  0,   das   Re- 
sultat 

^F^x.FnX.dx  =  ^Fn  +  ißi.F„,-ißi.dßi 

0  0 

oder  kurz 

1  1 

j F,n F„dx  =  I  F„,-i F„  +  idx, 

0  b 

SO  daß  diese  Größe  nur  von  der  Summe  der  Zeiger  ni  -\-  n  ab- 
hängt und  durch  W,n  +  n  bezeichnet  werden  kann. 
Speziell  gelten  die  Gleichungen: 

W,n  +  2  =  \F^+,dx,     W,„_2  =  lF,f.,dx, 

0  0 

W,n  =  JF,.-iF„  +  xda:  =  ]F^dx, 

0  0 

und  keine  dieser  Größen  ist  negativ.    Dasselbe  gilt  von  dem  Inte- 
gral 

l{pFn-^  +  qF,,ydx  =  IF2n-2i>2  +  2  W,„pq  +  W,„^,q% 

0 

wenn  p^  q  beliebige  reelle  Konstante  bedeuten ;  daraus  folgt  die 
Ungleichung 
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(2)  TT7„-TF,„_2TF2„4-2^0. 

Die  Größen  1^2»»  müssen  hiernach  sämtlich  verschwinden  oder 
sämtHch  positiv  sein,  denn  keine  von  ihnen  ist  negativ  und  Win 
verschwindet  sowohl  mit  W2n-2  wie  mit  W2n  +  2  zugleich.  Ist 
also  die  Größe 


W.= 


^F^dx 


von  Null  verschieden,  d.  h.  verschwindet  die  Funktion  Fx  nicht 
identisch,  so  sind  alle  Größen  T4^2n  positiv  und  die  Beziehung  (2) 
ergibt 

/QN  1^2  ^-    ^4   ^^    ^6   ^^ 

Dies  Resultat  ist  für  uns  deshalb  von  großer  Bedeutung,  weil 
es  zeigt,  daß  xjjx  keine  ganze  Funktion  von  l  sein  kann,  es  sei 
denn,  daß  F  identisch  verschwände.  Da  nämlich  die  Größe  \iIjx\ 
unter  einer  festen  Grenze  liegt,  wenn  l  auf  ein  endliches  von 
Eigenwerten  freies  Gebiet  beschränkt  wird,  während  x  das  Inter- 
vall von  0  bis  1  durchläuft,  so  ergibt  eine  Cauchysche  Formel, 
wenn  wir  das  komplexe  Argument  l  am  Funktionszeichen  t/; 
sichtbar  machen  und  nach  z  über  einen  Kreis  |^|  =  const.  inte- 
grieren, 


*(-'^)=2¥7l 


z 

0,n 


^  __1_  ^  , ,,  r  i'(x,z)dz        k^  C     xl>{x,z)dz 
2  7ii2j      J        ^v  +  1        '^  2ni  ]  z^+^iz  —  k)' 

Diese  Gleichung  zeigt,  daß  wenn  A  auf  einen  Kreis  beschränkt 
wird,  der  mit  dem  Integrationskreis  konzentrisch  und  kleiner  als 
er  ist,  die  Reihe 

rp{x,  k)  =  F-^  F,k  -I-  F,k^  +  ... 

bezüglich  der  Variablen  x  gleichmäßig  konvergiert.    Dasselbe  gilt 
von  der  Reihe  jP.i/;a^,  die  man  hiernach  gliedweise  integrieren  kann: 
1  1  1 

^F.il^x.dx  =^F^dx  +  k^FF^dx  H 

0  00 

=  Wo  +  T^iA-f  TF2A2  +  --- 

Wäre  also  die  Reihe  tx  bezüglich  der  Variablen  k  beständig 
konvergent,  so  müßte  dasselbe  von  der  zuletzt  erhaltenen  Reihe, 
mithin  auch  von  der  in  ihr  enthaltenen 
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gelten.  Dem  widersprechen  aber  die  Beziehungen  (3),  die  zeigen, 
daß  in  der  letzten  Reihe  die  Quotienten  eines  Gliedes  durch  das 
vorhergehende,  d.  h.  die  Größen 

Wo   '     w,   '••' 

bei  angemessener  Wahl  der  Größe  A  größer  als  Eins  sind. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  ipx  keine  ganze  Funktion  von  A  sein 
kann.  Diese  Größe  ist  aber  der  Quotient  zweier  ganzer  Funktionen, 
von  denen  fA  der  Neuner  ist.  Dieser  muß  also  mindestens  für 
einen  endlichen  Wert  von  A  verschwinden,  und  der  Kern  Ä"  (.r,  ^) 
hat  also  mindestens  einen  Eigenwert. 

Der  Grundgedanke  des  durchgeführten  Beweises  läßt  sich 
mechanisch  einigermaßen  kennzeichnen,  wenn  man,  wie  in  §  19 
angedeutet  ist,  das  Sturm -Liouvillesche  Problem  mit  dem  der 
Schwingungen  einer  heterogenen  Saite  identifiziert.  Dann  kann 
man  nämlich  nach  §  13  die  Größe  xl^x  als  Amplitude  einer  er- 
zwungenen Schwingung  ansehen,  wobei  die  Periode  der  wirkenden 
Kraft  durch  A  bestimmt  wird.  Wäre  keine  Eigenschwingung  der 
Saite  möglich,  so  könnten  niemals  Schwebungen  eintreten,  i'X 
also  nicht  unendlich  anwachsen.  Nun  zeigt  aber  die  nichthomo- 
gene Integralgleichung,  deren  Lösung  i'X  ist,  daß  diese  (iröße 
bei  gCAvissen  Werten  von  A  unendlich  groß  wird;  also  muß  eine 
Eigenschwingung  und  ein  Eigenwert  vorhanden  sein. 

^  23. 
Existenz  unendlich  vieler  Eigenwerte. 

Es  sei  z.  B.  A„  ein  beliebiger  Pol  der  Funktion  xl'.f  und  mögen 
für  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  ^x  folgende  Entwickelungen 
gelten,  in  denen  durch  ^  Potenzreihen  bezeichnet  sind: 

W  =  M(l  -  A„)'"  +  i^-  ^O-'  +  ^^^C^^  -  ^>,). 
^^^  f  A  =  i\(A  —  A„)'"  +  '-  -H  (^  —  A„)"'  +  '-  +  '  ^\  (A  —  A„). 

Dann  ist  M  eine  nicht  identisch  verschwindende  Funktion  von  ./•, 
N  eine  von  Null  verschiedene  Konstante,  und  die  Integralgleichung 

1 
t},x  =  Fx  +  k\K{x,  a)xl>u.du 

0 

ergibt 
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1  1 

W  =  Fx.\^  +  {k  —  K)\K{x,a)Wu.da-\-K^K{x,a)Wa.da, 

0    .  0 

und  weiter,  wenn  man  die  Werte  (1)  einsetzt,  durch  (A  —  A,,)'" 
dividiert  und  A  =  A„  setzt, 

M  =  k,,^  K{x,  a)  Ma .  d  a. 

0 

Die  Größe  M  ist  also  eine  zu  dem  Eigenwert  A,,  gehörige  Lösung 
der  Randwertaufgabe,  und  man   kann  nach  §  20  setzen 

wobei  C  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  bedeutet. 

Kombiniert  man  jetzt  die  beiden  Differentialgleichungen 

2F,.  +  A„F,  =  0, 

ZW  -^  IW  -^  fx.\l  =  0, 

indem   man    die   erste   mit    W,   die   zweite    mit  F«   multipliziert, 
letztere  subtrahiert  und  das  Resultat  integriert,  so  ergibt  sich 
1  1 

(A  —  A„)  j  WVndx  +  \k^fx.Vndx  =  0. 

0  0 

Setzen  wir  hier  die  Entwickelungen  (1)  ein,  so  erhalten  wir  die 
in  A  identisch  bestehende  Gleichung 
1 
(A  -  KY  +  ^\MV^dx  +  (A  -  A„)'"+2?2(A  -  A„) 

0 

1 
+  (A  —  A„)'"  +  '-jiV/:^-.F„rfa:  +  (A  —  A„)"'  +  '-  +  ^  ^^3  (/l  —  K)  =  0. 
0 

Diese  Identität  kann,  da  das  Glied  mit  (A  —  A„)'"  +  i  wegfallen 
muß,  nur  bestehen,  wenn  r  ^  1;  d.h.  die  Funktion  ipx  hat  nur 
einfache  Pole,  deren  Residuen  offenbar  die  Größen 

M  _    CVn 

N  ~    N 
haben. 

Dividieren  wir  sodann  durch  (A  —  A,,)"'  + 1  und  setzen  A  =  A„, 

so  folgt 

(2)  C  \  V,Ux+  N^  fx .  F,.  dx  =  0. 
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Ist  also  A„  ein  Pol  der  Funktion  i^-ic,  so  ist  die  Größe 


Ifx.Vnd 


X 


von  Null  verschieden. 

Aus  der  Gleichung  (2)  ergibt  sich  femer,  daß  der  Pol  A„  das 
Residuum 

vAfx.V^dx 

CF,.  l 


\y::dx 

0 

besitzt;  diese  Größe  ist  das  negativ  genommene  allgemeine  Glied 
der  Reihe,  die  man  erhält,  wenn  man  fx  auf  die  Fouriersche 
Weise  nach  den  Eigenfunktiouen  F„  zu  entwickeln  versucht.  Biklet 
man  daher  in  der  Ebene  der  komplexen  Größe  A  das  Integral 

/„  =  —         .      i^  a; .  f/  A , 


^"~         2;riJ 


indem  man  längs  einer  geschlossenen  Kurve  il,  die  die  ersten  n 
Eigenwerte  Aj,  Aj,  ...  A„  und  nur  diese  umfaßt,  im  positiven  Um- 
laufssinne integriert,  so  ist  der  Wert  des  Integrals  einfach 

1 

^—. 

^V^Ulx 

0 

Ist  es  nun  möglich,  den  Grenzwert  zu  finden,  dem  das  Inte- 
gral Jn  zustrebt,  wenn  die  Kurve  ^  immer  mehr  und  mehr  Eigen- 
werte umfaßt,  so  summiert  man  die  nach  den  Größen  V„  fort- 
schreitende Fouriersche  Reihe  nach  der  Methode,  die  Cauchy 
auf  die  Fouriersche  Reihe  im  engeren  Sinne  des  Wortes  an- 
gewandt hat. 

Eine  wichtige  Folgerung  werde  noch  aus  den  obigen  Resultaten 
gezogen. 

Wäre  eine  stetige  Funktion  /.r  so  beschaffen,  daß  alle  Glei- 
chungen 

1 

(3)  ^fx.Vndx  =  0 
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bestünden,  so  hätte  die  Funktion  tl^x  keinen  Pol,  wäre  ganz,  und 
daraus  folgt  nach  dem  obigen  die  Identität 

fx  =  0. 
Das    heißt:    Eine   im   Grundgebiet    stetige    Funktion   ver- 
schwindet identisch,  wenn  sie  zu  allen  Eigenfunktionen 
orthogonal  ist. 

Beiläufig  folgt  hieraus,  daß  unendlich  viele  Eigenwerte 
A„  mit  zugehörigen  Funktionen  F„  existieren.  Wäre  deren 
Anzahl  nämlich  endlich  —  sie  ist  ja  mindestens  Eins  — ,  so  ergäbe 
nach  §  20  die  Größe 

fx  =  K{x,  ^)  —  2j  — I 

"      ln\Vidx 

0 

die  Gleichungen  (3),  hätte  also  den  Wert  Null.  Das  ist  aber  un- 
möglich, da  K{x^  I)  eine  unstetige  Ableitung  nach  x  besitzt,  nicht 
aber  die  in  fx  auftretende  Summe. 

§24. 
Asymptotische  Darstellung  der  Eigeufunktionen. 

Während  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  aus  der 
Integralgleichung  gewonnen  wurden,  muß  auf  die  Differential- 
gleichung der  Funktionen  V  und  das  zugehörige  Randwertproblem 
zurückgegangen  werden,  wenn  man  die  Sätze  über  die  Darstellung 
willkürlicher  Funktionen  in  so  allgemeiner  Form  erhalten  will, 
wie  es  für  die  Anwendungen  nötig  ist. 

Zu  diesem  Zweck  transformieren  wir  die  Gleichung 

durch  die  Substitutionen 

-Iw-  ^='^^^-  ^=11 

0  0 

und  erhalten  eine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  ||^  +  (i_/,)£/=0 

und  Grenzbedingungen 

fUJ  |o       (Ul  ^ 

(2)  §-'''H=37  +  ^''^l    =»• 


96  Dritter   Abschnitt.  §24. 

in    denen   h',  H'   Konstante,    aber    nicht    notwendig    positiv   und 
mit  /«,  H  zugleicli  endlich  sind;   der  Fall,   daß   eine   der  Größen 
/<,  II  unendlich  sei,  werde  zunächst  ausgeschlossen.     Wir  notieren 
noch  die  offenbar  richtige  Gleichung 
1  z 

0  0 

Jetzt  beachten  wir,  daß  die  Gleichung  (1),  wenn  A  =  (»^ 
gesetzt  wird,  mit  jeder  der  folgenden  identisch  ist : 

d  isixiQZ  —j qUcosqz)  =  LU sin  Qzd z, 

(l  (cos  Qz    ,  -  -\-  qU  s'iu  Qz\  =  LV 0,0%  Qzdz. 

Integriert  man  diese  Gleichungen  und  führt,  indem  man  q  will- 
kürlich läßt,  nur  die  erste  der  Grenzbedingungen  (2)  sowie  die 
Gleichung 

ein,  so  ergibt  sich 

z 

sin  Q z  -^ Q  cos  QX.  U=  —  q  -\-  \  L'  U'  sin  q  z' d z\ 

0 

Q.Q'&qz  -^  -\-  Q  sin  Qz.  U  ^=      h'  -\-  \  L'  U'  cos  gz'dz', 

0 

wobei  durch  L',  U'  die  Funktionen  Z/,  t/,  in  denen  z  durch  z' 
ersetzt  ist,  bezeichnet  sind.     Hieraus  folgt 

(3)  U=  cos  QZ  +  h'siriQZ  _^  }_(  j^,  f^.  ^-^^^  ^^^  _  ^,^^^ ^.^ 

(I 

z 

,,        \   dU  .  ,    h' cos  QZ   ,     1   r  r/  /',  ^  ,.  7  , 

(4)     .—  =  —  sin  o^r  -J 5^  -\ \  L'  l  'cos  q(z  —  z')dz'. 

^    '        Q     dz  >=r  I  p  Q  ] 

n 

Diese  Gleichungen  ergeben  wichtige  Resultate  betreffs  der 
Werte  von  U.  Zunächst  kann  diese  Funktion  von  z  nach  den  in 
§  21  gegebenen  Formeln  für  die  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen durch  das  ganze  Intervall  von  ^  =  0  bis  ^  =  Z 
fortgesetzt  werden,  wobei  sie  sell)st  wie  auch  ihre  Ableitung  unter 
einer  von  z  unabhängigen  Schranke  liegt,  die  aber  zunächst  mög- 
licherweise   von    Q    abhängt.      Fs    sei   z.  H.   Q   die    erste    positive 


§24. 
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ganze  Zahl,  die  von  den  Werten  |?7|  weder  erreicht  noch  über- 
schritten wird.  Dann  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  ab- 
solut kleiner  als 


1  + 


+!('-' 


ds^ 


die  linke  Seite  wird  aber  für  gewisse  Werte  von  ^  nicht  kleiner 
als   Q  —  1,  woraus  sich  ergibt 


^-1< 1+ 


-I  +^.\\L'\d,\ 
Q  I        \q\J  '      ' 


«[l-,i^j|L'l<*/j 


<1  + 


Da  nun  die  Klammer  auf  der  linken  sowie  die  rechte  Seite 
sich  bei  wachsenden  Werten  /l  und  |  q  \  der  Grenze  -(-  1  annähern, 
so  ist  klar,  daß  Q  bei  diesen  Werteu  nicht  unendlich  zunimmt, 
sondern  unter  einer  festen  von  q  unabhängigen  Schranke  ver- 
bleibt. Dasselbe  gilt  daher  von  |  U\  und  der  Gleichung  (4) 
zufolge    auch   von  der  Größe  Q~'^d  ü / dz. 

Weiter  ergeben  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  die  Identität 
du 


dz 


-i-  H'U={q  —  P')  siuQZ  —  PCOSQZ, 


wobei  die  Größen  P  und  P',  die  leicht  zu  bilden  sind,  zwischen 
endlichen,  von  q  unabhängigen  Schranken  liegen.  Die  Eigenwerte 
k  =  Q'i  werden  daher  durch  die  Gleichung 


(5) 


tang  qZ  = 


Q-F' 


definiert,  die  zeigt,  daß 


zu  setzen  ist,  wobei  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  von 
einer  gewissen  Grenze  ab  immer  um  Eins  wächst,  wenn  man  zu 
dem  nächstgrößeren  Wert  von  A  übergeht,  und  die  Gleichung 

lim  £„  =  0 
gilt.     Schreibt  man  die  Gleichung  (5)  in  den  Formen 

K  nes er  ,  Integralgleichungen.  y 
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P 
tang(n;r  -|-  f„Z)  =  tang£„Z=  , 

^  -  P'  +  s„ 

und  beachtet,  daß  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  zwischen 
endlichen,  von  n  und  q  unabhängigen  Schranken  verbleibt,  das 
Verhältnis  oi:q  aber  einem  endlichen  Grenzwerte  zustrebt,  so 
wird  klar,  daß  man  setzen  kann: 

B  IlTC  .  lir. 

mtz    ,    ij,          .                  .    miz     ,    Bo 
cos  Q  z  =^  cos  — y^ 1 ,      sin  9  ^  =  sin  — ^ j , 

wobei  die  Größen  B  zwischen  festen,  von  q  unabhängigen  Schranken 
verbleiben. 

Hieraus  ergibt  sich  mittels  der  Gleichung  (3)  leicht 

[„.,,  =  1  +  ^, 

0 

■wenn  B^  eine  Größe  ist,  die  die  Eigenschaften  von  i?o,  B^  und  B^ 
besitzt;  die  normierten  Eigenfunktionen  haben  also,  der  Glei- 
chung (6)  zufolge,  die  Form 

/n\  T/T  l/2  nitz    .    W 

(7)  y/;.^  a;=  1/-^  cos-^-h  -, 

wobei  der  Buchstabe  V^  hier  und  fortan  eine  Größe  bedeute,  die 
zwischen  endlichen  von  n  und  x  unabhängigen  Schranken  liegt. 
Dabei  ist  zwar,  streng  genommen,  nicht  bewiesen,  daß  (pnX  die 
wte  Eigenfunktion  ist,  da  erst  von  einer  gewissen  Grenze  ab  dem 
um  Eins  wachsenden  Werte  von  n  die  aufeinanderfolgenden  Werte 
von  Q  oder  X  entsprechen.  Das  ist  aber  für  die  Konvergenz- 
fragen, die  wir  jetzt  in  Angriff  nehmen,  unwesentlich;  man  könnte 
außer  der  Reihe  qPi,  ^2, . .  •  noch  eine  endliche  Anzahl  von  Eigen- 
funktionen hinzufügen ,  um  das  vollständige  System  zu  erhalten. 
Analog  der  Gleichung  (7)  findet  man  aus  den  Gleichungen  (4) 
und  (6) 

(8)  — r —  = 1/  77  sin  -^ — — -0  5 

''  A„  nn  }l  Z  Z  n^ 
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und  der  zugehörige  Eigenwert  hat  die  Form 


A„  =  ^^  =  -^^  +  -, 


so  daß 


gesetzt  werden  kann. 


§  25. 
Die  bilineare  Formel. 

Führen  wir  nun  neben  x  ein  zweites  Argument  x^  ein  und 
bezeichnen  alle  Funktionen  von  x,  in  denen  x\  für  x  gesetzt  wird, 
durch  den  Index  1 ,  so  ergeben  die  Formeln  (7)  und  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  unmittelbar: 

j»  n  n 

wobei  die  Schranken  der  Größen  W  wie  von  x  so  auch  von  x^ 
unabhängig  sind.  Die  Reihe  auf  der  linken  Seite  ist  zwar  nicht 
vollständig  als  die  bilineare  Reihe  nachgewiesen,  da  die  Funk- 
tionen (fnX  und  cos(w;r^/Z)  einander  vielleicht  nicht  völlig  ein- 
deutig entsprechen,  aber  jene  Reihe  kann  sich  von  der  bilinearen 
nur  um  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  unterscheiden.  Die 
bilineare  Reihe  des  Kerns  K{x,y),  d.  h.  die  über  alle 
normierten  Eigenfunktionen  g?„  erstreckte  Reihe 

konvergiert  also  im  Grundgebiet  absolut  und  gleich- 
mäßig bezüglich  beider  Variablen. 

Die   Formeln   (7),  (8)  und  (9)   des  §  24   zeigen  femer,   daß 
die  Reihe 

sich  von  der  Reihe 


2  X7  1 


niiz  n  n  z, 

sin  — ^^r-  cos 


n  Z  Z 

(I) 

1  ^r-s   1          nn(z  -\-  2,)    ,     1  'e--,    1          rniiz  —  ^■j ) 
=  -  >,  —  sin ^-pj^ — -  -\ >    —  sin  ^-ri 


7* 
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nur  um  eine  bezüglich  beider  Argumente  im  Grundgebiet  gleich- 
mäßig konvergierende  Reihe,  also  eine  stetige  Funktion  beider 
Argumente  unterscheidet.  Da  nun  die  Größen  Je  und  k^  im  Giiind- 
gebiet  stetig  und  positiv  bleiben,  folgt  weiter,  daß  die  Reihe 

T^i  —  ^         i 

>l 

in  jedem  Gebiet  der  Variablen  gleichmäßig  konvergiert,  in  welchem 
dies  von  der  Reihe  (1)  gilt.  Dazu  genügt  es,  .r^  an  irgend  einer 
Stelle  des  Grundgebietes  festzuhalten  und  ,r  eine  Strecke,  die 
einen  Teil  dieses  Gebietes  bildet  und  .^i  nicht  enthält,  durchlaufen 
zu  lassen.  Dann  bleiben  die  Größen  z  —  ^i  uud  ^  -j-  ^j  über 
einer  positiven  Grenze  und  unter  einer  Schranke  von  der  Form 
2  Z  —  <?,  wobei  c  eine  positive  Konstante  bedeutet.  Daraus  aber 
schließt  man,  daß  die  Reihen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1) 
gleichmäßig  konvergieren,  indem  man  sich  der  in  §  4  entwickelten 
Eigenschaften  der  Reihe 

-^  sin  WM 

n 

erinnert. 

An  der  Stelle  Xi  ^=  x,  ^^  =  ^  wird  der  zweite  Teil  der 
Reihe  (1),  als  Funktion  von  Xi  betrachtet,  unstetig;  dasselbe  gilt 
daher  von  fa^i,  und  es  gilt  dabei  offenbar  die  Gleichung 

(2)  K^-0)  +  f(z  +  0)  =  2f:r. 

Aus  den  erhaltenen  Eigenschaften  der  bilinearen  Reihe  folgt 
zunächst,  daß  die  Reihe 

1,00 

Q{x,  a)  =  K{x,  «)  —  >.  - — Y^ — , 

multipliziert  mit  einer  stetigen  Funktion  von  a,  gliedweise  inte- 
griert werden  kann.     So  erhält  man  z.  B. 


1 

I 


Q{x,  a)  (pmOt..du 


=     K{j\  a)(jp„,a.t/a  —  ^  — f—     (p^a.cp^a.da  =  0; 

0  "  '      0 

daraus  folgt  nach  den  in  i;  23  an  die  Gleichungen  (5)  geknüpften 
Bemerkungen  die  Identität 
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Q{X,  «)  =  0, 
und  die  bilineare  Formel 

K{x,  ck)=2j  ^— X 

ist  bewiesen. 

Aus  den  auf  Konvergenz  bezüglichen  Eigenschaften  der  Reihe 

^    (p'„X.(pnOi 

n 

ergibt  sich  sodann  auf  Grund  des  in  §  5  benutzten  allgemeinen 
Satzes  über  die  Möglichkeit,  eine  Reihe  gliedweise  zu  differen- 
zieren, die  Formel 

(3)  J^H^,«)=V^"^  •/-*", 

n 

sobald  X  und  a  verschieden  sind. 

Hiermit  sind  alle  Vorbedingungen  erfüllt,  um  die  Methode 
des  §  5  anzuwenden  und  die  dort  abgeleiteten  Sätze  über  die 
Darstellung  willkürlicher  Funktionen  auf  den  vorliegenden  Fall 
zu  übertragen.  Denn  multipliziert  man  zunächst  die  bilineare 
Formel  mit  der  im  Grundgebiet  stückweise  stetigen  Funktion  /"«, 
so  sieht  man,  daß  die  quellenmäßige  Funktion 

1 

\  K{x,  a)fa.da 

0 

durch  eine  absolut  und  gleichmäßig  im  Grundgebiet 
konvergierende  Fouriersche  Reihe  dargestellt  werden 
kann.  Daraus  folgt  nach  §13  die  Schmidtsche  Formel 
für  die  Größe  ri)x. 

Da  ferner  der  Kern  K{x^  ^),  der  an  der  Stelle  x  =  |  eine 
unstetige  Ableitung  nach  x  besitzt,  als  Funktion  von  x  mittels 
der  bilinearen  Formel  nach  den  Eigenfunktionen  (pnX  entwickelt 
werden  kann,  so  gilt  dasselbe  von  dem  Ausdruck 

Ox  +  a^K{x,  li)  -f  a^Kix,  y  H h  (fmK{x,  |m), 

in  welchem  a^,  u^-,  ...  konstant  sind  und  <Px  quellenmäßig  dar- 
gestellt werden  kann.  Wie  in  §  5  schließen  wir  hieraus,  daß  jede 
Funktion  nach  den  Eigenfunktionen  auf  die  Fouriersclie  Weise 
entwickelt  werden  kann,  deren  Ableitung  im  Innern  des  Grund- 
gebietes eine  endliche  Anzahl  von  Sprüngen  macht,  während  die 
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Funktion   selbst   im   übrigfü    die   iu  §  20   angegebenen  charakte- 
ristischen Eigenschaften  der  Funktion  0x  besitzt. 

Sodann  erhält  man  unstetige,  nach  den  Eigenfunktionen  ent- 
wickelte Funktionen,  wenn  man  in  der  Formel 

Am 


I  als  die  unabhängige  Variable  auftaut;  der  Formel  (2)  zufolge 
ist  der  Wert  der  Reihe  in  einer  Unstetigkeitsstelle  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  Grenzwerte,  denen  die  dargestellte 
Funktion  zustrebt,  wenn  man  sich  von  oben  oder  unten  der  Un- 
stetigkeitsstelle annähert. 

Speziell  gelten  die  Formeln 

(4)  K'(l,i)=^'^^^,      E'(0,i)=^f^^, 

und  liefern  die  Entwickelung  einer  die  Grenzbedingung  nicht 
erfüllenden  Funktion  von  ^.  Denn  da  z.  B.  in  der  Größe  K'  (1,|) 
das   zweite  Argument   das   kleinere   ist,   hat  man   nach   ^  20   zu 

S6tz611 1 

Ä^(l,  ,^)  =  qp|.Vl,        Ä-(l,  ^)  =  <jp|.4''l, 

und  diese  Größe  erfüllt  als  Funktion  von  |  an  der  Stelle  |  ^  1 
die  Greuzbedingung  nicht,  da  sonst  die  Funktion  q).P  beide  (jrenz- 
bedingungen  erfüllte,  was  nicht  gescliieht.  Die  Größe,  die  ver- 
möge der  Grenzbedingung  verschwinden  sollte,  ist  also  von  Null 
verschieden. 

Die  Formeln  (o)  sind  zwar  zunächst  nur  für  den  Fall  ab- 
geleitet, daß  die  unter  den  Funktionszeichen  K'  stehenden  Argu- 
mente verschieden  sind.  Aber  z.  B.  die  erste  von  ihnen  gilt  auch 
für  1=1,  wenn  nur  H  nicht  unendlich  ist.  Dann  hat  man 
nämlich  die  Gleichung 

(5)  /.Z'Cr,!)  [  =  -  HK{\,^)  =  -  i/V^-V^"', 

ji 

und  zwar  auch  für  ^  =  1.  Da  nun  die  Eigeufuuktionen  die 
Grenzbedinguug 

lc(p'n  -\-  H(pn  P  =  0 

erfüllen,  kann  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5)  leicht 
iu  die  der  ersten  Gleichung  (4)  überführen,  und  letztere  ist  auch 
für  die  Stelle  1=1  erwiesen.    Analog  gilt  die  zweite  Fonnel  (4) 
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auch  für  |  =  0,  weun  h  nicht  unendlich  ist;  die  Formeln  (4) 
versagen  also  nur  in  solchen  Endi^unkten  des  Grundgebiets,  in 
denen  alle  Eigenfunktionen  verschwinden. 

Die  erhaltenen  Resultate  zeigen,  daß  die  mit  konstanten 
Koeffizienten  a,  i,  a»,  by  gebildete  Größe 

],jn  l,r 

in  eine  Fouriersche  Reihe  nach  den  Eigenfunktionen  entwickelt 
werden  kann,  also  eine  Funktion  von  a-,  die  beliebig  jviele  ge- 
gebene Unstetigkeiten  an  sich  selbst  und  ihrer  ersten  Ableitung  dar- 
bietet und  der  Größe,  die  in  den  Grenzbedingungen  gleich  Null 
gesetzt  wird,  einen  beliebigen  Wert  gibt.  Dabei  ist  der  Wert 
der  Reihe  in  einer  Unstetigkeitsstelle  in  derselben  Weise  wie  bei 
der  Reihe  X'(.r,  |)  oder  f.r^  zu  bestimmen. 

Hieraus  erhält  man  wie  in  §  5  den  Satz,  daß  jede  Funk- 
tion fx,  die  auf  der  Strecke  von  0  bis  1  mit  ihren  ersten 
beiden  Ableitungen  stückweise  stetig  ist,  in  der  Form 


1 


dargestellt  werden  kann;  sie  braucht  dabei  keineswegs  die 
Randbedingungen  der  Eigeufunktionen  zu  erfüllen.  In  den  Un- 
stetigkeitsstellen  der  Funktion  fx  gibt  die  Reihe  den  Wert 

|[/"(^  +  0)  +  A^-0)]; 

in  einem  Endpunkte  des  Grundgebiets,  in  dem  die  Eigenfunktionen 
verschwinden,  gibt  die  Reihe  natürlich  den  im  allgemeinen  un- 
richtigen Wert  Null.  Gleichmäßig  konvergiert  die  erhaltene  Reihe 
wie  die  benutzten  Reihen  K' {x,  |)  als  Funktionen  von  |  auf 
jeder  Strecke,  die  weder  einen  Unstetigkeitspuukt  der  dargestellten 
Funktion  enthält,  noch  einen  Endpunkt  des  Grundgebiets,  in  dem 
diese  Funktion  die  Grenzbedingung  der  Eigenfunktionen  verletzt. 

Ist  ferner  fx  eine  beliebige  von  x  =  0  bis  x  =  l 
stetige  Funktion,  so  erhält  man  nach  der  Methode  des 
§  6   die  von  Stekloff  bewiesene  Gleichung: 

1  l.r.        _     1 

\(fayda=^      \fa.cpnCi.da\. 
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§26. 
Integralgleichungen  und  Besselsche  Funktionen. 

Beim  Problem  des  schwingenden  Seiles  (§11)  und  bei  anderen 
Problemen  der  mathematischen  Physik  tritt  das  System  der  Funk- 
tionen Jm(Qx)  auf,  wobei  m  eine  nicht  negative  ganze  oder  ge- 
brochene Zahl  bedeutet,  J^x  das  an  der  Stelle  x  =  0  von  Loga- 
rithmen und  negativen  Potenzen  von  x  freie  Integral  der  Gleichung 

a:2y"  ^  xtj'  -\-  {x^  —  m^)tj  =  0 
ist,  und  die  Zahlen  q  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

Qj'mQ  -\-  HJmQ  ^=  0 
definiert  sind,   in  der  durch  H  eine  Konstante   bezeichnet  wird, 
die  nicht  negativ  ist;  letztere  kann  auch  den  Wert  oo  annehmen, 
so  daß  die  Werte  q  die  Wurzeln  der  Gleichung 

J,n  9  =  0 
sind.  Es  handelt  sich  bei  den  erwähnten  Problemen  darum,  eine 
auf  der  Strecke  von  a;  =  0  bis  x  =  \  willkürlich  gegebene  Funk- 
tion nach  den  Größen  J^iQx)  zu  entwickeln,  bei  denen  man  sich, 
da  J^x  das  Produkt  aus  a;"'  und  einer  geraden  Funktion  von  x  ist, 
auf  die  positiven  Werte  q  beschränken  kann. 

Das  System  dieser  Funktionen  ist  dem  Sturm -Liouvillescheu 
verwandt,  was  besonders  klar  wird,  wenn  wir  die  Größen 

betrachten,  die  von  Logarithmen  und  negativen  Potenzen  von  x 
freie  Integrale  der  Gleichung 

sind  und  die  Grenzbedingung 

(1)  2^  +  //,|=0 

erfüllen.  Diese  Differentialgleichung  fällt  unter  den  von  Sturm 
und  LiouviUe  betrachteten  Typus  mit  der  Modifikation,  daß  für 
die  in  der  allgemeinen  Theorie  durch  h  und  l  bezeichneten  Größen 
die  Gleichungen 

7.  I  0  A  7  I  0 

A:      =0,        l\    =00 

gelten.  Dieser  Umstand  beeinflulit  die  Entwickelungen  des  ^^  19 
nur  unwesentlich;  insbesondere  erkennt  man  die  Größen  Jm{Q^') 
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als  ZU  einander  orthogonal,  indem  man  zwei  von  ihnen  durch  Vr 
und  V„  bezeichnet  und  aus  den  zugehörigen  Differentialgleichungen 
nach  der  oft  gebrauchten  Methode  die  Formel 

1 
4.f(n  f;  -  F,  f;)|;  -f  (A,  -  A„)  j F,  Vndx  =  0 

0 

ableitet,  in  der  das  vom  Integralzeichen  freie  Glied  an  der  Stelle 
X  =  0  wegen  des  Faktors  x  verschwindet. 

Daß  ferner  die  Größen  J,,,  (p  x)  Eigenwerte  eines  symmetrischen 
Kernes  sind,  ersieht  man  durch  Entwickelungen,  die  den  in  §  20 
durchgeführten  sehr  ähnlich  sind.  Abgesehen  von  dem  als  aus- 
geartet anzusehenden  Falle  m  =  H  =  0  ist  der  Kern  das  von 
Logarithmen  und  negativen  Potenzen  von  x  freie  Integral  der 
Gleichung 

(2)  A^a;^^_'^  v  =  o 

^  ^  dx\      dxj         X   ^  ' 

das  an  der  Stelle  x  =  l  die  Randbedingung  (1)  erfüllt  und  an 
der  Stelle  x  =  ^  gemäß  der  Gleichung 

/.•Ä'(.r,  I)  '~'  =  AxK'ix,  ^)  '""  ==  1 

1+0  i+o 

singulär  wird. 

Diese  Kerne  sind  explizite  anzugeben.  Bezeichnet  man  durch 
u  den  echten  der  beiden  Brüche 

^       i 
80  erhält  man  für  m  =  0  die  Gleichung 

für  m  >>  0  allgemein 

1        -  -  (xhV 

also  Ausdrücke,  die  offenbar  auch  für  den  Fall  H  =  oo  einen 
bestimmten  Sinn  behalten;  bei  der  Annahme  m  >  0  kann  auch 
//  =  0  gesetzt  werden. 

Nimmt  man  in  diesen  Ausdrücken  für  die  ganze  Strecke  von 
0  bis  1  den  Wert 

u  =  — , 

X 
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SO  stellen  sie  das  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmte 
Integral  der  Gleichung  (2)  dar,  das  eine  stetige  Ableitung  besitzt 
und  an  der  Stelle  x  =  l  die  Randbedingung  erfüllt.  Dieses  Inte- 
gral enthält  an  der  Stelle  a;  =  0  negative  Potenzen  oder  Loga- 
rithmen. Sollen  also  diese  Singularitäten  bei  einem  die  Rand- 
bedingung erfüllenden  Integral  der  Gleichung  (2)  ausgeschlossen 
sein,  so  muß  dieses  identisch  verschwinden. 

In  dem  ausgearteten  Falle  m  z=  H  =  0  sucht  man  nach  dem 
in  §  16  gegebenen  Ansatz  das  an  der  Stelle  a:  :=  0  von  Logarithmen 
freie  Integral  der  Gleichung 

^(*-^)-'  =  »- 

das  im  übrigen  dieselben  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen 
erfüllt  wie  die  bisher  betrachteten  Kerne  und  findet 

wobei  die  additive  Konstante  so  bestimmt  ist,  daß  die  Gleichung 

1 
jZ(.^^|)f/.^•  =  0 

0 

gilt. 

Eine  leichte  Modifikation  erfordert  sodann  der  Nachweis,  daß 
die  der  Randbedingung  unterworfene,  an  der  Stelle  x  =  0  von 
Logarithmen  und  negativen  Potenzen  von  x  freie  Lösung  der 
nichthomogenen  Gleichung 


K^)  +  (^-t)."  +  A=o 


_1  /,i  ^(^y 
dx 

als  Quotient  zweier,  ganzer  Funktionen  von  l  dargestellt  werden 
kann,  dessen  Nenner,  gleich  Null  gesetzt,  die  Eigenwerte  definiert. 
Um  dies  einzusehen,  nehmen  wir  für  das  in  §  21  benutzte  Inte- 
gral u'i  die  Größe  «/,„(?  V^)i  für  ic^  ein  beliebiges  Integral  der 
Gleichung 

das  an  der  Stelle  x  =  0  den  Logarithmus  oder  negative  Potenzen 
von  X  enthält,  und  bringen  zum  Ausdruck,  daß  das  Integral 

von  den  bezeichneten  Singularitäten  an  der  Stelle  x  =  0  frei  ist. 
Da  dies,  wie  man  leicht  sieht,  für  die  Größe  p  gilt,  und 
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ZU  setzen  ist,  so  braucht  man  nur  C^  =  0  zu  setzen,  um  für  il)  j- 
die  gewünschte  Gestalt  an  der  Stelle  a;  =  0  zu  erreichen.  Die 
Randbedingung  ergibt  dann 

und  die  Größen  C^  und  xl^x  erhalten  den  erwünschten  Nenner. 
Der  Faktor  q"'  hebt  sich,  so  daß  tx  in  allen  Fällen  als  mero- 
morphe  Funktion  von  A  erscheint. 

Hiermit  sind  die  für  die  oben  durchgeführte  Argumentation 
wesentlichen  Grundeigenschaften  der  Größe  ^^  gesichert  und  man 
erhält  wie  früher  das  erste  Hauptresultat,  daß  eine  im  Grund- 
gebiet stetige  Funktion  />  identisch  verschwindet,  wenn 
sie  zu  allen  Eigenfunktionen  orthogonal  ist,  d.  h.  wenn 
alle  Gleichungen 

1 

\fx.J„i{]/ln3c)dx  =  0,       H=l,  2,  ... 

0 

bestehen. 

§  27. 
Die  bilineare  Formel  bei  den  Besselschen  Funktionen. 

Wesentlich  anders  als  bei  den  Sturm -Liouviilescheu  Funk- 
tionen muß  bei  den  Besselschen  die  bilineare  Formel  abgeleitet 
werden,  wie  aus  folgenden  Erwägungen  hervorgebt. 

Es  ist  bekannt,  daß  die  Funktion  J^v  für  große  reelle  Argu- 
mente asymptotisch  durch  den  Ausdruck 


1/2  /TT  ,    mn\ 


dargestellt  wird.  Daraus  ersieht  man  leicht,  daß  die  oberhalb 
einer  gewissen  Grenze  liegenden  Wurzeln  der  Gleichung 

QJmQ-\-  H'Jm  (>   =   0 

im  wesentlichen  in  arithmetischer  Progression  und  die  Eigenwerte 
A„  wesentlich  wie  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  fort- 
schreiten, so  daß  die  Reihe 

2i 
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konvergiert.  Aber  andererseits  zeigt  die  angeführte  asymptotische 
Darstellung,  daß 

1  1 

(1)  2  J  xJmiQXydx  =    {j„XQi'^ydx  =  y 

0  0 

gesetzt  werden  kann,  wobei  *F  zwischen  von  q  unabhängigen,  end- 
lichen und  positiven  Grenzen  liegt;  die  normierten  Eigenfunktionen 

(p^x  =  J„,(VA„.r)     j  J,„{}/Kxydx\ 

'-o  ^ 

bleiben  also  nicht  in  dem  ganzen  Grundgebiet  zwischen  endlichen 
von  n  unabhängigen  Grenzen,  so  daß  die  bilineare  Reihe 

^  <jP„.r.y„y 

-^-^         A„ 
nicht  in  derselben  Weise  konvergiert,   wie  bei  den  Sturm -Liou- 

villeschen  Funktionen.  

Nun  zeigt  die  asymptotische  Darstellung  von  J„„  daß  ^ x  JmX 
zwischen  endlichen  Schranken  liegt;  man  kann  daher  setzen, 
indem  man  Q  ]  ^   für  ,/  schreibt, 

Vi  Vi  ^m  (q  ]^)  =  'J^    vT  Jr,.  {q  n)  =  ^  ■ 

Sobald  daher  die  Größe  |  über  einer  beliebig  klein  festgelegten 
positiven  Größe  £  verbleibt,  kann  man  auch 

V(> 

setzen,  mithin 

0 

und  da  die  Größe  Jm^Q  V-^O  jedenfalls  zwischen  endlichen  Schranken 
l)leibt,  folgt 

Unter  der  jetzt  geltenden  Voraussetzung 

(2)  ^  >  f 

konvergiert  also  die  bilineare  Reihe  bezüglich  der  Variablen  x 
gleichmäßig;  da  ferner  bei  dieser  Annahme  K{x,  |)  endlich  ist, 
kann  die  Reihe 
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1,00 


^(.^^|)=g(■^•,g)-;^^"^•^"^ 


mit  einer  stetigen  Funktion  von  x  multipliziert  von  0  bis  1  nach 
X  gliedweise  integriert  werden.     Offenbar  findet  man  so  z.  B.: 

I  Fx.  cpmX.dx  =  0; 

0 

nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  folgt  also  für  das  Grund- 
gebiet 

Qix,  I)  =  0,      K{x,  I)  =  2  "^""'/"^ 

unter  der  Annahme  (2). 

Multipliziert  man  diese  Formel  mit  der  im  Grundgebiet  stück- 
weise stetigen  Funktion  fx  und  setzt 
1 
JK{x,^)fx.dx  =  F^, 

0 

80  erhält  man  die  Gleichung 


jP|  =  2  ^    fx.cpnX.dx, 


d.  h.  die  Fouriersche  Entwickelung  einer  quellenmäßigen  Funk- 
tion, aber  nur  für  positive  Werte  von  ^. 

Unter  welchen  Bedingungen  eine  Funktion  0x  quellenmäßig 
dargestellt  werden  kann,  sieht  man  leicht  nach  der  in  §  20  ge- 
brauchten Methode.     Setzt  man  nämlich  allgemein 

0 

80  findet  man  zunächst  durch  leichte  Rechnung 

2Fx  =  —  fx; 

ist  sodann  Ox  eine  Funktion  mit  stetiger  erster  und  stückweise 
stetiger  zweiter  Ableitung,  die  die  Randbedingung  der  Eigen- 
funktionen erfüllt,  und  setzt  man 

d    ..      ...         ni^0        „  .  „ 

-j-(4:X0') =  20,r  =  —  fx, 

dx^  '^  X  ' 

80  ist  fx  im  Falle  wi  >•  0  an  der  Stelle  x  =  0  nur  dann  sicher 
endlich,  wenn 
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,.      Ox 

lim  — ^ 

x  =  0      ^ 

endlich  ist.  Setzen  wir  dies  voraus,  so  ist  i*"  —  CD  eine  die  Rand- 
bedingung erfüllende  Lösung  der  Gleichung 

deren  erste  Ableitung  stetig  ist.  Eine  solche  muß  nach  §  26 
identisch  verschwinden;  die  letzte  Gleichung  ist  ja  mit  der  dort 
durch  (2)  bezeichneten  identisch.  Die  Differenz  F  —  O  ver- 
schwindet also  identisch,  und  damit  ist  die  Funktion  O  (juellen- 
niäßig  dargestellt;  die  Argumentation  braucht  in  dem  ausgearteten 
Falle  nur  unwesentlich  modifiziert  zu  werden. 

Hiermit  ist  gezeigt,  daß  eine  Funktion  von  den  für  0.i  vor- 
ausgesetzten Eigenschaften  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelt 
werden  kann  bis  auf  die  Stelle  x  =  0.  Ist  nun  zunächst  m  >  0,  so 
enthalten  die  Eigenfunktionen  den  verschwindenden  Faktor  a;''«'"; 
die  Darstellung  von  (t>x  bleibt  also  an  der  Stelle  x  —  0  gültig 
oder  nicht,  je  nachdem  O  0  verschwindet  oder  nicht.  Wenn  aber 
w  =  0  ist,  so  scheint  folgende  besondere  Betrachtung  unvermeid- 
lich zu  sein. 

Aus  der  oben  benutzten  Gleichung 

folgt  offenbar 

\Q 

und  wenn  die  Größen  a  und  h  dem  Grundgebiet  angehören, 

l\       T    /      -\  ,  L-      da     W  W  Cda  »F 

wobei  die  Größe  a  und  h  auch  in  die  Grenzen  0  und  1  hinein- 
rücken dürfen,  die  Schranken  des  Symbols  IP"  aber  von  n  und  }> 
unabhängig  sind.  Da  ferner  die  Größe  J„,( 9  j':«:)  zwischen  zwei 
von  Q  und  x  unabhängigen  endlichen  Grenzen  liegt,  so  erhält 
man  aus  der  Formel  (1)  die  Gleichung 

1 

0 
1  1 
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Die  nach  )(  gebildete  Summe  dieser  Größen  konvergiert  also  gleich- 
mäßig bezüglich  der  Variableu  x  und  ist  auf  dem  Grundgebiet 
mit  Einschluß  des  Wertes  a:  =  0  stetig.  Da  nun  dasselbe  von  der 
Funktion  f!>x  gilt,  so  bleibt  die  Fouriersche  Darstellung  auch  für 
den  Wert  a;  =  0  richtig. 

Um  ferner  Sätze  über  die  Darstellung  unstetiger  oder  mit 
unstetiger  Ableitung  versehener  Funktionen  zu  erhalten,  betrachten 
wir  wie  in  §  25  die  bilineare  Formel  als  Fouriersche  Entwickelung 
einer  mit  unstetiger  Ableitung  behafteten  Funktion;  ebenso  die  durch 
Differentiation  erhaltenen   als  Darstellung  unstetiger  Funktionen. 

Man  findet  nun  bei  der  Annahme  a;  >>  |  im  Falle  m  =  0: 

A"(x,  ö  =  -  ^, 
und  im  Falle  m  >>  0 

m     m 
)U^  X^~^ 


4(w  -Y  ny 


also  entsprechend  beiden  Fällen: 

und  diese  Größen  erfüllen  als  Funktionen  von  |  die  auf  die  Stelle 
1=1  bezügliche  Randbedingung  offenbar  nicht. 

Hieraus  schließt  man  nach  der  Methode  des  §  5,  indem  man 
den  Ausdruck 

1.9  l,r 

^x  =  ^x^^iuKix,^;)  +  2/^7r(»?.,.r)  +  cK'{\,x) 

betrachtet,  daß  eine  Funktion  nach  den  Eigenfunktionen 
eines  der  betrachteten  Systeme  entwickelt  werden  kann, 
wenn  sie  mit  ihren  ersten  beiden  Ableitungen  im  Grund- 
gebiet stückweise  stetig  ist.  Eine  solche  Funktion  kann 
nämlich  immer  in  die  Form  J-.r  gebracht  werden,  wobei  ^x  die 
oben  geforderten  Eigenschaften  besitzt. 

Betreffs  der  Endpunkte  des  Grundgebiets  und  der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  gelten  die  Resultate  des  §  25. 

Nach  der  Methode  des  §  7  folgt  endlich,  wenn  fx  im  Grund- 
gebiet stetig  ist,  die  Stekloffsche  Formel 

}  1,«:       ^ 

j(/-«)2f?«    =^    I    [/•«.(p,.«.(/« 


-h  (^2 -^l)  01  02  =  0, 

+  1 
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§28. 
Die  Legendreschen  Polynome. 

Die  mechanische  Bedeutung  der  Legendreschen  Polynome  ist 
schon  in  den  ^§11  und  17  erörtert.  Dieselben  ergeben  sich  als 
Lösungen  der  Aufgabe,  in  der  Gleichung 

«  ^[(■--)^]  +  ^«  =  « 

die  Konstante  A  so  zu  bestimmen,  daß  ein  auf  der  ganzen  Strecke 
von  X  =  —  1  bis  x  =  -|~  1  endliches  Integral  vorhanden  ist, 
was  bei  beliebigen  Werten  von  A  mindestens  zweifelhaft  ist. 
Sind  Ai  und  Aj  irgend  zwei  solcher  Werte  und  öj,  ©g  ^ie  zu- 
gehörigen endlichen  Integrale,  so  findet  man  unmittelbar: 

dx\s  '  dx  \  äx\y  '  dx 

—1 

woraus,  wenn  Aj  und  A^  verschieden  sind,  die  Gleichung 

J0,  ©acZ.r  =  0 
—  1 

folgt.  Nimmt  man  also  die  Strecke  von  .-r  =  —  1  bis  a;  =  -j-  1 
als  Grundgebiet,  so  sind  die  zu  verschiedenen  der  gesuchten 
Werte  A  gehörigen  endlichen  Integrale  der  Gleichung  (1)  zu 
einander  orthogonal. 

Nun  lassen  sich  gewisse  der  gesuchten  Werte  von  A  leicht 
angeben,  die  Werte  0  und  n(n  -f-  1)  nämlich,  wenn  n  wieder 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  die  zugehörigen  Lösungen 
0  sind  die  Legendreschen  Polynome 

P^x  =  1,       P„./;  =  -^-  -!-    [(.r2  -  1)"]. 
"  '  2"^!  dx*"  ^^  ^  -■ 

Zu  jedem  dieser  Werte  A  gehört  keine  andere  Funktion  0,  weil, 
wie  man  leicht  sieht,  jedes  von  P„x  verschiedene  Integral  der 
Gleichung 

c[('-^')^] +  «("+')?'  =  <' 

an  den  Stellen  x  =  -\-  1    unendlich  wird.     Hätte  also   die  Glei- 
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chung  (1)  außer  den  Legendreschen  Polynomen  noch  eine  Lösung 
®  von   der   gewünschten   Beschaffenheit,   so   müßte   sie   zu   allen 
Funktionen  F^x^  P„x  orthogonal  sein: 
+  1  +1 

(2)  ^&dx  =^PnX.0dx  =  0. 
—  1  —1 

Hieraus  läßt  sich  aber  ableiten,  daß  0  identisch  verschwinden 
müßte.  Durch  die  Polynome  P^x,  PnX  läßt  sich  nämlich,  da  sie 
alle  von  verschiedenem  Grade  sind,  jede  ganze  positive  Potenz 
von  x^  mithin  jedes  Polynom  des  Arguments  x  linear  aus- 
drücken, und  da  nach  einem  berühmten  Theorem  von  Weierstraß 
jede  stetige  Funktion  von  x  in  einem  endlichen  Intervall  durch 
ein  Polynom  mit  beliebig  hohem  Grade  der  Annäherung  dar- 
gestellt werden  kann,  gibt  es  ein  lineares  Aggregat  von  Legendre- 
schen Polynomen,  etwa 

i^a;  =  «0  +  a^P-^x  -\-  a^P^x  +  •••  +  amPmX, 

von  der  Beschaffenheit,  daß  auf  dem  ganzen  Grundgebiet,  d.  h. 
der  Strecke 

—  1  ^  ä;  ^  -f  1 
die  Ungleichung 

(3)  \&  —  i>x\<:E 

gilt,  wobei  b  beliebig  klein  gegeben  sei.     Dann  findet  man 

+1  +1  +1 

^@^dx  =^®il}x.dx  -^^&{®  —ii}x)dx, 

—1  —1  —1 

und  hier  verschwindet  rechts  das  erste  Integral,  da  0  zu  allen 
Legendreschen  Polynomen  orthogonal  ist.  Die  resultierende  Glei- 
chung 

+  1 


^®^dx  =|0(0  —  rl)x)dx 


kann   aber   der  Ungleichung   (3)  zufolge   nur  bestehen,   wenn  & 
auf  dem  Grundgebiet  identisch  verschwindet. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  Werte  A  =  0,  w(m  -j-  1)  in  der 
Tat  die  einzigen  sind,  die  bei  dem  an  die  Gleichung  (1)  ge- 
knüpften Randwertproblem  zu  Lösungen  der  gesuchten  Art,  eben 
den  Legendreschen  Polynomen  führen.  Sodann  ergibt  sich  aus 
der  durchgeführten  Argumentation,  die  nur  von  der  Gleichung  (2) 
Gebrauch   macht,   daß   jede   auf   dem   Grundgebiet   stetige 

Kneser,  Integralgleichaogen.  g 
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Funktion,  die  zu  allen  Legendreschen  Polynomen  ortho- 
gonal ist,  identisch  verschwindet. 

Die  Funktionen  FnX  sind  nun  schon  in  §  17  als  Eigen- 
funktionen eines  symmetrischen  Kerns  dargestellt;  ihre  dyna- 
mische Bedeutung  führte  dazu,  den  Kern  folgendermaßen  zu  de- 
finieren : 

x<i,     K{x,  I)  =  -  ilog[(l  -  ;r)  (1  +  ^)J  -  i  4-  log  2, 
x>^,     K{x,  ^)  =  -\  log[(l  +  o:)  (1  -  I)]  -  i  +  log2. 

Dann  bestehen  die  Gleichungen 

d[{\-x^)K'{x,^)\        l_ 

dx  2  ~  "' 

(4) 

5-0 


K'  {X,  ^){\-x^)^     =1,       I  K{x,  I)  dx  = 


0 


und  die  Größen  JC(1,  |),  K{ —  1,  ^)  sind  endlich.  Hieraus  folgt, 
indem  wir  die  Differentialgleichung  (4)  mit  P„  multiplizieren 
und  von  der  mit  K  (x,  |)  multiplizierten  Gleichung  (1)  sub- 
trahieren, in  gewohnter  Weise 

P..I  =  n{n  +  l)^P„x.K{x,  ^)  d x. 
—1 

Die  normierten  Eigenfunktionen  sind 
(p„x  =\n  -\-  ^PnX, 
da  durch  leichte  partielle  Integration  die  Formel 

J  ^        ^  22"  («!)2j  ^         dx'*        f 


+ 1 
=  (—  l)«(2w)!  [  (a.2  —  lydx  = 


2n  +  1 

—1 

abgeleitet  werden  kann. 

Der  erhaltene  Kern  ist  nun  zwar  an  den  Stellen  x  =^  ^  =  +  l 
unendlich,  aber  offenbar  so  beschaffen,  daß,  wenn  fx  auf  dem 
Grundgebiet  stückweise  stetig  ist,  die  Größe 

+  1 
Fx  =  \  K{x,  a)fa.da 
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eine  stetige  Funktion  von  x  ist.    Versucht  man   diese,  also  eine 
quellenmäßig    dargestellte    Funktion    von    a:,    nach    den    Eigen- 
funktionen rein   formal  zu  entwickeln,   so  erhält  man  die  Reihe 
+  1  +1 

sobald  gezeigt  ist,  daß  in  dem  Integral 

+1  +1  +1 

j  jpa.  (fnCi-du  :^\(pna.doc  \  K(ci,  ß)  fß .d ß 
—1  —1  —1 

die  Reihenfolge  der  Integrationen  geändert  werden  darf.  Das 
ist  sicher,  wenn  man  die  unteren  Integrationsgrenzen  durch 
—  1  -{-  e,  die  oberen  durch  1  —  s  ersetzt  und  unter  s  eine  be- 
liebig kleine  positive  Größe  versteht.  Die  hiermit  weggelassenen 
Teile  des  Integrationsgebiets  geben  aber  zu  dem  Integral  einen 
mit  £  verschwindenden  Beitrag,  gleichviel  in  welcher  Reihenfolge 
man  integriert.  Dies  ersieht  man  unmittelbar  aus  dem  expliziten 
Ausdruck  K{x,  |)  und  daraus,  daß  das  Integral 

I  q)u.logada 

0 

mit  e  verschwindet,  wenn  cpa  eine  im  Integrationsgebiet  stetige 
Funktion  bedeutet.     Damit  ist  die  Gleichung 

+  1  +1  +1  +1 

(5)  \Fu.(p„a.du  =  [fß.dß[K{a,ß)fpr,a.da  =  ^  [fß.cp^ß.dß 
—1  —1  —1  —1 

erwiesen;  ersetzt  man  g)„a  durch  1,  so  findet  man 

(6)  jF«.rfa  =  0. 

—  1 

Die  Reihe  U  ist  nun  leicht  als  im  Grundgebiet  gleichmäßig 
konvergent  nachzuweisen.  Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  von  der 
Laplaceschen  Formel 

71 

P^x  =^  —  \{x  -\-  y^2  —  \  cos «)"  d a 
ität 

(7)  P'nX 


und  der  Identität 

nxPnX  —  nPn-iX 


1  —  x^ 

8' 
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aus;  diese  Formeln  zeigen,  daß  die  Größen 
(8)  Pno;,      ^ ^^ 

im  Grundgebiet  zwischen  festen  von  n  unabhängigen  endlichen 
Grenzen  liegen. 

Ist  nun  die  Funktion  fx  zwischen  den  Stellen  x  r^  a  und 
X  =^h  stetig  und  hat  sie  im  ganzen  Grundgebiet  eine  stückweise 
stetige  Ableitung,  so  kann  man  setzen: 

I  l\K.fa.da  = -. ^-^^U«•T-  [(^  —  «')^na](^« 

J  '  n{n  -{-  l) y        da  "^^ 

h 

n{n-{-  1)  „  +  o  '    w(w+  1)J'        ^  ^ 

a 

Diese  Gleichung  zeigt  wegen  der  abgeleiteten  Eigenschaft  der 
Größen  (8),  daß  die  Größe 

n  \  FnOc.fa.du 

—1 

zwischen  endlichen  von  n  unabhängigen  Grenzen  liegt.  Daraus 
folgt  weiter,  daß  man 

+  1  +1 

A„  J  ^        '  w(n  +  1)    J  n' 

—1  -1 

setzen  kann,  wobei  W  zwischen  endlichen  von  n  unabhängigen 
Grenzen  liegt.  Damit  ist  die  Reihe  li  als  gleichmäßig  kon- 
vergent erwiesen. 

Hieraus  folgen  auf  Grund  der  Gleichung  (5)  die  Beziehungen 

\  (pnO(..[Iia  —  Fa]  da  ^=  0; 
—  1 

da  ferner  die  Legendresche  Differentialgleichung  die  Gleichungen 

\  (p„a.da  =  0 
—  1 

ergibt,  so  folgt  auf  Grund  der  Gleichung  (6) 

+  1 


j[Ra  —  Fa]da  =  0. 
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Die    Differenz    M  —  F  ist    also   zu   allen   Eigenfunktionen   (piX, 
(P2A\  ...  und  zur  Konstanten  orthogonal,  also  Null: 


1,00 


+  1  +1 


Fx  =  ^]  — ^  \fa.(pna.du  =  ^S]  (p^x  I  Fci .(p„a.da. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  in  der  Form  Fx  darstellbaren 
Funktionen  sich  in  eine  auf  dem  Grundgebiet  gleichmäßig  konver- 
gente Reihe  nach  den  Legendreschen  Polynomen  PiX^  P^x.,... 
entwickeln  lassen. 

Um  dies  Resultat  in  eine  brauchbare  Form  zu  bringen, 
nehmen  wir  an,  die  Funktion  Ox  sei  im  Grundgebiet  mit  ihren 
ersten  Ableitungen  stetig,  habe  eine  stückweise  stetige  zweite 
und  dritte  Ableitung  und  erfülle  die  Gleichung 

(9)  J0a.f?a  =  O; 

—1 

setzt  man  dann 

^^\il-x^)0'x]  =  fx, 

80  hat  diese  Größe  die  soeben   von  fx  verlangte  Beschaffenheit. 
Bildet  man  mit  ihr  die  Größe  Fx.,  so  findet  man  leicht 

+  1 

(10)  ^  {(1  -  x^)  \a>'x  -  F'x]\  =  0,      j(0«  -Fa)da  =  Q, 

—1 
und   die   Differenz   ^  —  2^  ist   eine   mit  ihrer   ersten   Ableitung 
im  Grundgebiet  stetige  Lösung  der  Gleichung 

dy 


i^[c--)g]  =  « 


Sie  muß  also  eine  Konstante  sein,  die  wegen  der  zweiten  Glei- 
chung (10)  den  Wert  0  hat.  Das  heißt:  eine  Funktion  Ox  ist 
quellenmäßig  darstellbar  mit  einer  Funktion  fx.,  deren  Ableitung 
von  a;  =  —  1  \y[s  x  ■=  -\-  \  stückweise  stetig  ist. 

Da  endlich  die  Bedingung  (9),  wenn  sie  nicht  gilt,  erfüllt 
werden  kann,  indem  mau  die  Funktion  Ox  um  eine  Konstante 
vermehrt,  so  sieht  man,  daß  jede  Funktion  Ox.,  die  im  Grund- 
gebiet mit  ihrer  ersten  Ableitung  stetig  ist  und  stück- 
weise stetige  Ableitungen  zweiter  und  dritter  Ordnung 
besitzt,  in  eine  Reihe  von  der  Form 
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entwickelt    werden    kann,    die    im    Grundgebiet    gleich- 
mäßig konvergiert. 

§  29. 
Die  bilineare  Formel  in  Legendreschen  Polynomen. 

Aus  dem   erhaltenen  Entwickelungssatze   kann   die   bilineare 
Formel 

Ä(.^,  y)  —2j      x;;      — 2j       n(n  +  i) 

abgeleitet  werden,  indem  man  von  der  folgenden  asymptotischen 
Darstellung  Gebrauch  macht: 


(1)      P.  (cos  ,0   =  j/;^  {   COS  [(«  +  1)0-^]+^]- 

In  dieser  bedeutet  0  einen  Winkel,  für  den  |sinÖ|  über  einer 
festen  Grenze  y  bleil)t,  und  'F  eine  Größe,  die  zwischen  festen, 
von  n  unabhängigen  Schranken  liegt,  sobald  die  Größe  g  fest- 
gelegt ist.  Setzen  wir  y  =  cosO,  so  bleibt  dieser  Wert  um  ein 
festes  Stück  von  -\-  1  und  —  1  entfernt,  das  aber  mit  y  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann. 

Die   Formel  (1)   ergibt   nun,   da   die  Größen   P„   im   Gnind- 
gebiete   zwischen   gewissen  von   n   unabhängigen  Grenzen    liegen, 

unmittelbar : 

{n-\-\)PnX.P„y  ^  W  ^ 

n{n  ~\-  1)  w'''«' 

die  bilineare  Reihe  konvergiert  also  unter  der  bezüglich  der 
Größe  y  aufgestellten  Voraussetzung  gleichmäßig,  wobei  die 
Größe  X  das  ganze  Grundgebiet  durchlaufen  darf.  Man  kann 
daher  die  Reihen 

n  "  " 

nach  X  über  das  Grundgel)iet  gliedweise  integrieren  und  erhält 
auf  Grund  der  geltenden  Integralgleichung 

^Q{x,y)P,„x.dx  =  0. 


§29.  Sturm-Liouvillesche   Theorie.  119 

Da  ferner  auch  die  Gleichungen 

+  1  +1 

\K(xy  y)dx  =  f  FnX .dx  =  0 
— i  —1 

gelten,  so  folgt 

j  Q{^,  y)dx  =  0. 

Die  Größe  Q  ist  also  zu  allen  Legen  dreschen  Polynomen  und 
zur  Konstanten  PqX  orthogonal,  und  muß  nach  §  28  identisch 
verschwinden.     Damit  sind  die  Formeln 

r,<j/,-ilog[(l-.r)(l+y)]-|+log2=^  ^"t(» +'!)•  ^"^ 

n  VI/ 

zunächst  unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  daß  die  Größe  y  von 
-\-  1  und  —  1  um  ein  endliches  Stück  verschieden  bleibt,  also  für 
jeden  von  -j-  1  und  —  1  verschiedenen  Wert  von  y,  während  x 
das  ganze  Grundgebiet  durchlaufen,  also  auch  die  Werte  +  1 
annehmen  darf.  Aus  der  Symmetrie  der  erhaltenen  Formeln  be- 
züglich der  Größen  x  und  y  folgt  dann,  daß  auch  y  im  ganzen 
Grundgebiet  beliebig  gewählt  werden  darf. 

Setzt  man  demgemäß  y  =  +  1  und  berücksichtigt  die  Glei- 
chungen 

P„(+l)  =  l,       P„(-l)  =  (-l)", 

so  erhält  man  die  Formeln: 

2'"«V     2     )  '~  ""  ^  ^    n(w+  1)    ' 
(2) 

Die  bilineare  Formel  kann  als  Entwickelung  einer  Funktion, 
deren  Ableitung  unstetig  ist,  nach  den  Eigenfunktionen  auf- 
gefaßt werden.  Daraus  schließt  man  nach  der  in  §  5  gebrauchten 
Methode,  daß  in  derselben  Weise  auch  eine  Funktion  zu  ent- 
wickeln ist,  deren  erste  Ableitung  eine  beliebige  endliche  An- 
zahl von  Unstetigkeiten  aufweist,  z.  B.  eine  Funktion,  die  geo- 
metrisch durch  eine  polygonale  Linie  dargestellt  wird.    Nach  der 
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im  §  6  benutzten  Methode  erschließt  man  hieraus  die  Gleichung 

r 

in  der  fu  eine  beliebige  stetige  Funktion  bedeutet  und  gesetzt  ist 

+  1  +1 

fa.du,       a„  ='^n  -\-  |     fa.FnU.da. 

Man  kann,   ohne   neue  Hilfsmittel   zu  benutzen,   noch   einen 
Schritt  weiter  gehen  und  die  Gleichung 


1 

«0 


V2 


1,00 


dx        ~-^  A„ 

n 

beweisen.    Aus  der  Formel  (1)  und  der  Identität  (7)  des  §  28  findet 
man  nämlich,  wenn 

X  =3  cos  fy,      Ä'i  :=  cos  0^ 

gesetzt  wird,  und  '*F  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat, 

fp'nX.tpnX^ 


—  2C0SÖ  I        r  71  \        \  ,t1        ^1 

=  •    on^l    ■    ü    •     t.      cos    (W  +  I)  Ö  —  -p    COS     {n  -f  i)  0,  -  -    +  - 

(^)-^ •  ./../^-    ^    •    Jcos|(n-|)0-^1cos|"(n  +  i)öi-^]  +  -l 

n:nr  sin^Öy  sinÖ  smÖi  l        L  4J         L  4J   '     n) 


=  ^sin»i(ö  4-  ÖO  +  |-sinw  (0  -  00  +  ^cos»KÖ  +  ÖO 


1>  ?jf 

+  -cosn(0-öO+,-^, 

wobei  A^  B,  C,  D  von  n  unabhängig  sind  und  zwischen  festen 
von  0  und  öi  unabhängigen  Grenzen  liegen,  sobald  die  Größen 
ö,  Öl,  Jr  —  ö,  und  n  —  Öi  über  beliebig  klein  fixierten  posi- 
tiven Grenzen  verbleiben. 

Nun  konvergieren  die  Reihen 

sin  n  u         -^  cos  n  u 


2BIU  /«•  (*  ■^  ^ 

n  ti 

bekanntlich  gleichmäßig  unter  der  Voraussetzung 

c  <C  M  <  2  3r  —  Ci , 
wenn   c  und  Cj    beliebig   kleine   positive   Werte   sind;    anderseits 
sind   die   Winkel   Ö    und   Öi    in   Grenzen    von    der    Form   c   und 
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71  —  (\  eingeschlossen,  so  daß  eine  Beziehung  von  der  Form 

c  <  Ö  -f  Ol  <  2  ;r  —  Ci 
gilt.    Setzen  wir  daher  noch  fest,  daß  \x^  —  x\  und  damit  |  Ö  —  6i  | 
über  einer  festen,  beliebig  kleinen  positiven  Grenze  bleibt,  so  hat 
man  auch  eine  Beziehung  von  der  Form 

c<\e  —  e,\<  2:r  —  Ci, 
und  jetzt  konvergieren  die  Reihen 

,j^  sin  (ö  -\-  fix)  n       ^  cos  n  {H  -|-  Oi) 


n  "^-J  n 

n 


^s--i  sinn  (ö  —  öi)        ^  cosw  (0  —  öi) 
-2j  n  '     -2j  n 


gleichmäßig.  Mithin  gilt,  wie  die  Gleichung  (3)  zeigt,  dasselbe 
von  der  Reihe 

n 

unter  der  Annahme 

—  1  -f  f  <  X  <  1  —  £,  —  1  +  «1  <  a:i  <  1  —  £i,  I  a:i  —  a;  I  >  fa. 
wobei  f,  £i  und  e^  beliebig  kleine  positive  Größen  sind. 
Damit  ist  die  Gleichung 

dK{x,  a^i)  _^  (p'„x.cpnX^ 

ex  ^  Xn 

n 

erwiesen;  explizit  hat  sie  folgende  Formen.    Für  x<ix-i^  erhält  man 

1  '' "  II 

1         _  V  JL±1^B  X  F  X- 
2(1  _  x)  ~  ^  n{n  -i-  i)^"^-^"-^!' 

für  a;  >>  ^1 

_1       _  n+l 

2(l+x)-^n(H  +  l)^"'^-^"'^^- 

Die  rechts  erhaltene  Reihe  stellt  also  eine  unstetige  Funktion  von 
rti  dar,  die  an  der  Stelle  x^  ^=  x  einen  Sprung  macht  gemäß  der 
Gleichung 

«-- 0) -/(*■  +  «)  =  20^)  -  2öT^  =  r^- 

Hieraus  ersieht  man  nach  der  in  §  5  angewandten  Methode 
leicht,  daß  jede  Funktion,  die  mit  ihren  ersten  drei  Ab- 
leitungen auf  dem  Grundgebiete  stückweise  stetig  ist, 
nach  den  Legendreschen  Polynomen  entwickelt  werden 
kann. 


Vierter  Abschnitt. 

Wärmeleitung  und  Schwingungen  in  Gebieten  von 
zwei  oder  drei  Dimensionen. 


§30. 
Die  Poissonsche  Gleichung^. 

Wir  bezeichnen  eine  Funktion  als  stückweise  stetig  in  einem 
zwei-  oder  dreidimensionalen  Gebiete,  wenn  dieses  in  eine  end- 
liche Anzahl  von  Teilgebieten  zerfällt,  innerhalb  deren  die  Funk- 
tion stetig  ist,  während  sie  bestimmten  Grenzwerten  zustrebt, 
wenn  man  sich  den  die  Teilgebiete  trennenden  Linien  nähert. 
Sagen  wir,  eine  Funktion  sei  mit  ihren  Ableitungen  stückweise 
stetig,  so  ist  dies  so  zu  verstehen,  daß  die  Ableitungen  im  Innern 
der  Teilgebiete  existieren  uud  in  demselben  Sinne  wie  die  L'unk- 
tion  stetig  sind ;  in  den  Trennungslinien  selbst  wird  die  Funktion, 
weil  unstetig,  keine  eindeutig  definierten  Ableitungen  besitzen. 

AVir  bezeichnen  ferner  in  diesem  Abschnitt  die  Stellen  eines 
Gebietes  durch  0,  1,  2,  ...;  die  Elemente  des  Raumes,  der  Fläche 
und  der  Linie  seien  dr,  ds,  dl.  Diese,  wie  überhaupt  die  weiter 
eingeführten  von  einer  oder  mehreren  Stellen  abhängigen  Größen 
■werden  mit  dem  Index  der  Stelle  oder  der  Stellen  versehen,  auf 
die  sie  sich  beziehen,  so  daß  z.  B.  roj  die  Entfernung  der  Stellen 
0  und  1,  ^Tj  das  Element,  in  welchem  die  Stelle  1  liegt,  fl 
den  Wert  der  Funktion  f  in  der  Stelle  1  bedeutet  usf.  Der 
Index  0  soll,  wo  keine  Zweideutigkeit  entsteht,  weggelassen  werden, 
so  daß  dt,  ds  immer  Elemente  sind,  die  die  jeweils  betrachtete 
Stelle  0  enthalten. 

Irgend  ein  Gebiet  von  zwei  oder  drei  Dimensionen  wird  als 
Grundgebiet  bezeichnet  und  festgehalten  und  auf  dieses  beziehe 
sich  immer  das  unbestimmte  Integralzeichen.  Das  Integrations- 
element zeigt  dann  durch  die  Bezeichnung  immer  an,  wieviel 
Dimensionen  das  Grundgebiet  l)e8itzt;  ist  es  eben,  so  bezeichnen 
wir  es  durch  6  und  die  umgrenzende  Linie  durch  (?;  handelt  es 
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sich  um  ein  Rauragebiet,  so  heißt  dasselbe  9?,  und  §  ist  die  ein- 
schließende Oberfläche.  Die  auf  6  und  J-  bezüglichen  Größen 
wollen  wir  allgemein  überstreichen.  Die  Grenzlinien  des  Grund- 
gebietes und  der  Teilgebiete,  die  bei  stückweise  stetigen  Funk- 
tionen eingeführt  werden,  seien  insoweit  frei  von  Singularitäten, 
daß  diese  Gebiete  als  Integrationsgebiete  vielfacher  Integrale 
benutzt  werden  können. 

Vielfach  werden  wir  Potentiale  von  der  Form 

ZU  betrachten  haben;  sie  besitzen  die  gewöhnlich  in  der  Poten- 
tialtheorie benutzten  Eigenschaften,  wenn  q  im  Integrationsgebiete 
stetig  ist  und  stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  besitzt.  Dann 
sind  die  Potentiale  und  ihre  ersten  Ableitungen  im  ganzen  Räume 
oder  in  der  ganzen  Ebene  stetig  und  ihre  Ableitungen  können 
gebildet  werden,  indem  man  das  Differentiationszeichen  dem  Inte- 
granden  einfügt,  z.  B.  wenn  x,  y,  z  die  rechtwinkeligen  Koordi- 
naten sind, 

?^x^       J    e^i       ^01 

Diese  Eigenschaften  sind  schon  gesichert,  wenn  die  Dichtigkeit  q 
nur  als  stetig  vorausgesetzt  wird.  Hat  sie  auch  stetige  erste  Ab- 
leitungen, so  existieren  die  zweiten  Ableitungen  des  Potentials 
und  sind  im  Innern  des  mit  Masse  belegten  Gebietes  sowie  in 
jedem  von  Masse  freien  Gebiet  stetig,  so  daß  die  Größe 

g2jP  322«^  g22^ 

oder  auch,  wenn  Y^  =  F  gesetzt  wird,  die  Größe 

'>)%'P  ■?;,'i.Ji'  ^2_p 

gebildet  werden  kann  und  stetig  ist.  Die  Gaussische  Integral- 
transformation erhält  dann  im  Räume  die  Form 


dT.zlF  =  \.^^d6, 


wobei  dö  das  Element  der  Oberfläche  5i  ^  die  äußere  Normale 
bedeutet.     In  der  Ebene  hat  man  ähnlich 

(10 


h-^^-l 


ds.  zJ0  =  \  dl     ^ 
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.\lle  diese  Eigenschaften  bleiben  offenbar  erhalten,  wenn  die 
Größe  Q  mit  ihren  ersten  Ableitungen  im  betrachteten  Gebiete 
stückweise  stetig  ist.  Dann  setzen  sich  nur  die  Potentiale  aus 
einer  endlichen  Anzahl  solcher,  in  denen  die  Dichtigkeit  mit  ihren 
ersten  Ableitungen  stetig  ist,  additiv  zusammen. 

Das  wichtigste  Hilfsmittel  unserer  ferneren  Untersuchungen 
ist  nun  die  Poissonsche  Formel: 

^^  A 


^1    I   ?l0g    (^—\   dS  =   —    27TQ,. 


Ist  Q  stückweise  stetig,  so  verlieren  diese  Gleichungen  nur  in  den 
Unstetigkeitsliniun  ihren  Sinn;  nähert  man  sich  aber  diesen  Linien, 
so  streben  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  bestimmten  endlichen 
Grenzwerten  zu. 

Weshalb  gerade  diese  Formeln  für  die  folgenden  Unter- 
suchungen von  Bedeutung  sind,  erkennt  man  leicht,  indem  man 
das  Element  des  das  Potential  darstellenden  Integrals  im  Sinne 
der  Theorie  der  Wärmeleituug  deutet. 

Im  Räume  kann  die  Größe 

l 


4  7rrn 


in  der  Ebene  die  Größe 


1    1         1 


multipliziert  mit  einer  beliebigen  konstanten  C,  als  die  stationäre 
Temperatur  angesehen  werden,  die  eine  an  der  Stelle  1  befind- 
liche Wärmeciuelle  hervorruft;  die  Konstante  C  nennen  wir  die 
Ergiebigkeit  der  Quelle.  Setzen  wir  C  =  1,  so  ist  die  Wärme- 
menge, die  im  ersten  Falle  durch  eine  Kugel,  im  zweiten  durch 
einen  Kreis  vom  Radius  r^i  hindurclitritt,  die  eine  oder  andere 
der  Größen 

multipliziert  mit  einer  Konstanten  des  leitenden  Mittels.  Dieselbe 
Wärmemenge  tritt  durch  eine  beliebige  geschlossene,  die  Quelle 
umschließende  Fläche  J'  oder  Kurve  6',  die  überall  stetig  ge- 
krümmt seien,  und  man  erhält  so  die  Gleichungen 
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ö'  li 

Wir  beschränken  nun  den  Punkt  1 ,  indem  wir  ihn  variabel 
maclien,  auf  das  Grundgebiet  und  nehmen  an,  die  dieses  um- 
schließende Fläche  5  oder  Kurve  (§,  liege  innerhalb  der  Fläche  ly' 
oder  Kurve  6.'.     In   beiden  Fällen  ergibt   sich   durch  Integration: 

Da  nun  r^i  in  diesen  Integralen  stets  von  Null  verschieden  bleibt, 
80  kann  man  die  Integrationen  vertauschen.  Setzt  man  daher 
entsprechend  beiden  Fällen  eine  der  Gleichungen 

an,  so  daß  U  Funktion  der  Stelle  0  ist,  so  folgt 

(1)      ^dsjj^  =  —JQ,dr,,       ^dlj^  =  —\Q,ds,. 

Dabei  kann  die  Größe  U  offenbar  auch  als  Temperatur  angesehen 
werden,  die  erhalten  wird,  wenn  das  ganze  Gebiet  9i  oder  (5  mit 
Wärmequellen  erfüllt  ist,  deren  Ergiebigkeit  q^  ist. 

Jetzt  gehe  die  Fläche  %'  stetig  in  die  Fläche  Js-  über,  so  daß 
jeder  Punkt  der  ersteren  mit  seiner  Richtung  N  stetig  in  einen 
Punkt  der  letzteren  mit  der  zugehörigen  äußeren  Normale  über- 
geht. Wenn  dann  die  Größe  q  mit  ihren  ersten  Ableitungen  im 
Grundgebiete  stückweise  stetig  ist,  so  geht  nach  den  oben  er- 
wähnten Sätzen  der  Potentialtheorie  die  Größe  dU/dN  stetig  in 
die  auf  der  Fläche  ^  gebildete  dU/dN  über,  die  ihrerseits  eine 
stetige  Funktion  des  Ortes  ist;   daraus  folgt,  daß  der  Grenzüber- 

«""«  ,     dU        du 

'™  lN  =  dN 
auf  der  ganzen  Fläche  5  gleichmäßig  konvergiert,  und  daß  daher 
die  Gleichung 

(2)  lim  jrfs^=j./s^ 
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gilt.     Analog  hat  man  in  der  Ebene  die  Gleichung 
(3)  ,i:nj,/(;|^=j,»l^, 

15'  (? 

und  die  Gleichungen  (1)  ergeben 

Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  sind  anschaulich  evident,  wenn 
man  U  als  stationäre  Temperatur  deutet;  sie  sagen  dann  aus,  daß 
die  durch  den  Rand  des  Quellengebietes  fließende  Wärmemenge 
dieselbe  ist  wie  diejenige,  die  durch  eine  jenes  Gebiet  umfassende 
Fläche  oder  Kurve  hindurch  tritt. 

In  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  können  nun  i^  und  Ü  als  die 
Grenzen  beliebiger  mit  Masse  oder  (^)uellen  erfüllter  Gebiete  9i 
und  i&.  betrachtet  werden. 

Die  Gaussische  Integraltransformation  lehrt 

8  !)t  «  te 

hieraus  folgt  nach  den  Gleichungen  (4) 

{^Udt  =  — {q^t^       {^Uds  =  —  [Qds. 

Läßt  man  endlich  die  Gebiete  9{  und  (S  in  einen  Punkt  zusammen- 
schrumpfen, so  folgt,  da  z/  U  eine  stetige  Funktion  des  Ortes  im 
Innern  dieser  Gebiete  ist,  die  Poissonsche  Gleichung 

J  4^1-01  ^'  J     2  71        ''  roi 

;)t  L^ 

wobei  die  Zeichen  ohne  Index  sich  stets  auf  die  Stelle  0  beziehen. 
Die  Poissonsche  Formel  bleibt  auch,  wovon  wir  später  Gebrauch 
machen,  gültig,  wenn  q  an  der  Stelle  2  im  Gebiet  (v  unendlich 
wird  wie  — log  ro2,  im  Gebiet  9i  wie  l/ro^.  Dann  enthält  das 
Potential  U  z.  B.  im  Falle  des  ebenen  Gebietes  einen  Summanden 
von  der  Form 

J  =  const.  l  d  s  log  —  log  — , 

in  dem  a  eine  positive  beliebig  klein  gewählte  Konstante  und 
kleiner  als  r^^  sei.    Dieser  Ausdruck  kann  offenbar  als  Potential 
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einer  Kreisfläche  angesehen  werden,  auf  der  die  Dichtigkeit  allein 
durch  den  Abstand  vom  Mittelpunkt  bestimmt  ist.  Da  nun  das 
Potential  eines  unendlich  schmalen  Kreisrings  mit  dem  Mittel- 
punkt 2  und  konstanter  Dichtigkeit  in  der  Form  const.  Iog(l/r2o) 
geschrieben  werden  kann,  so  gilt  dasselbe  vom  Potential  der 
Kreisfläche,  wenn  die  Potentiale  der  Ringe  summiert  werden 
können,  oder  die  Größe  J  endlich  ist.  Dies  folgt  leicht,  wenn 
wir  das  Element  ds  in  die  Form 

(5)  f?s  =  r^adr^Qcll 

bringen,  wobei  dl  ein  Element  des  Kreises  mit  dem  Radius  Eins 
ist,  der  in  der  Stelle  2  seinen  Mittelpunkt  hat;  das  Integral 

[xlogxdx 

ist  ja  endlich,  auch  wenn  die  untere  Grenze  x  =  0  genommen 
wird  und  log  r^^  bleibt  im  Integrationsgebiet  endlich. 

Aus   der   angegebenen  Form   der  Größe  J  folgt   unmittelbar 


-<i/i  J"  ==  z/j  [  const.  log  —  \  ^=  0. 


Bildet  man  also  die  Größe  z/i?7l,  so  ergibt  die  Umgebung  der 
Stelle  2  ebensowenig  einen  Beitrag,  wie  irgend  ein  den  Punkt  1 
nicht  enthaltendes  Gebiet,  und  die  Poissonsche  Formel  bleibt 
an  jeder  von  2  verschiedenen  Stelle  richtig. 

Dieselben  Schlüsse  gelten  für  den  Fall  des  Gebietes  9i\  indem 
man  die  Formel  (5)  durch  die  folgende  ersetzt: 

(Ir  z=  riQdr2odö; 

dabei  bedeutet  dö  das  Element  der  Kugeloberfläche  vom  Radius 
Eins,  deren  Mittelpunkt  2  ist. 

§  31. 
Die  Greensclie  Funktion  als  Kern  einer  Integralgleichung. 

Die  Poissonsche  Gleichung  bildet  die  Grundlage  für  die 
Theorie  der  Greenschen  Funktion  und  ihre  Anwendung  als  Kern 
einer  Integralgleichung. 

Für  die  Fläche  (5  werde  die  Greensche  Funktion  Ä'(Ü,  1)  wie 
folgt  definiert.     Allgemein  gelte  die  Differentialgleichung 

^K{0,  1)  =  z/o2C(0,  1)  =  0; 
ferner  sei 
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wobei    M  eine   im   ganzen   Grundgebiet   stetige  Funktion  von  0 

und   1    bedeutet.     Endlich  sei   an    der  Randlinie   6    eine  Rand- 
bedinjjung  von  einer  der  Formen 


(1)  /v(0,  1)  =  0,       '-^4^  +  /*^(0,  1)  =  0 

erfüllt,  in  der  h  eine  positive  Konstante  und  iV  wie  oben  die 
äußere  Normale  bedeute. 

Daß  die  so  definierte  Funktion  zweier  Stellen  existiert  und  als 
Funktion  der  Stelle  0  mit  ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen 
außerhalb  der  StsUe  1  im  Grundgebiet  stetig  ist,  folgt  in  den 
speziellen  Fällen,  die  wir  untersuchen,  aus  dem  expliziten  Aus- 
druck, der  jeweils  angegeben  wird.  Für  allgemeinere  Grund- 
gebiete werden  diese  Tatsachen  im  fünften  Abschnitt  abgeleitet. 

Die  Funktion  K{0,  1)  ist  die  an  der  Stelle  0  herrschende 
stationäre  Temperatur,  die  von  einer  im  Punkte  1  befindlichen 
Quelle  herrührt,  wenn  die  Randlinie  entweder  auf  der  konstanten 
Temperatur  Null  gehalten  wird,  oder  in  einer  durch  h  bestimmten 
Weise  die  Wärme  ausstrahlt.  Man  kann  die  Größe  J£^(0,  1)  aber 
auch  mechanisch  deuten,  indem  man  davon  ausgeht,  daß  die  Glei- 
cbung  g,^ 

in  der  a  eine  Konstante  bedeutet,  für  die  Verrückung  m  gilt, 
wenn  wir  die  Fläche  (5  als  elastische  Membran  betrachten,  und 
die  Randbedingung  ist  einfach 

M  =  0, 
wenn  die  Membran   am  Rande   befestigt  ist.     Soll  nun  die  Mem- 
bran eine  Ruhelage  einnehmen,  die   von  der  ursprünglichen  ver- 
schieden ist,  also  für  u  nicht   überall   den  Wert  Null    ergibt,  so 
hat  man  die  Gleichungen 

(2)  z/M  =  0,       M  =  0, 

die  nur  dann  eine  nicht  identisch  verschwindende  Lösung  haben, 
wenn  m  an  einer  Stelle  1  unstetig  ist.  Als  einfachste  Funktion, 
die  die  erste  Gleichung  (2)  erfüllt  und  unstetig  ist,  bietet  sich 
der  Ausdruck 

2^  ^'^  ü. 
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dar;  versuchen  wir,  bei  der  Größe  u  diese  Unstetigkeit  anzubringen, 
so  führen  die  Gleichungen  (2)  genau  auf  die  vorhin  definierte 
Größe  K{0,  1).  Als  Verrückung  könnte  sie  auftreten,  wenn  man 
die  Membran  im  Punkte  1  mit  einer  Nadel  aus  der  ursprünglichen 
Gleichgewichtslage  entfernt;  sie  erhält  dann  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes  eine  doruartige  Gestalt.  Jedenfalls  aber  hätte  man 
eine  Verrückung  und  eine  neue  Gleichgewichtslage  hergestellt,  die 
zu  den  m  §  9  betrachteten  gehört.  Es  ist  also  nach  den  dort 
durchgeführten  Erwägungen  zu  erwarten,  daß  die  bei  der  Schwin- 
gung der  Membran  auftretenden  Eigenfunktionen  eine  homogene 
Integralgleichung  erfüllen,  deren  Kern  die  Größe  iC(0,  1)  ist,  und 
das  bestätigt  sich  in  der  Tat. 

Um  dies  einzusehen,  erinnern  wir  daran,  daß  zunächst  die 
Größe  K(0,  1)  leicht  als  symmetrisch  bezüglich  der  beiden  Stellen  0 
und  1  erkannt  wird.  Beschreibt  man  nämlich  um  die  Stellen  1 
und  2  beliebig  kleine  dem  Innern  der  Fläche  (5  angehörige  Kreis- 
linien und  wendet  auf  das  Gebiet  (?,  aus  dem  diese  Kreise  aus- 
geschieden sind,  die  Gleichungen 

z/o^(0,  l)  =  z^o^(0,  2)  =  0, 
ds{K{0,  l)z/7i(0,  2)  —  X(0,  2)^K{0,  1) }  =  0 
an,  so  findet  man  nach  dem  Greenschen  Satze 

(3)       |,//[;r(o,Vi^(^^)-^(o,.)"-A;(o,I)-|^o, 

wobei  über  (5  und   die  beiden  Kreislinien  zu  integrieren  ist,  und 
an  letzteren  die  Gleichungen 

^_ (]_       J__ d_ 

dN  ~        dr^i''      dN  dr^^ 

gelten.    Läßt  man  die  Padien  der  Kreise  unendlich  abnehmen,  so 
kann  man   auf  ihnen   mit  immer  wachsender  Annäherung  setzen 

dN  dr,2  yin     "  r^J         ^n^^' 

dK{0,  1)  d 


f 


dN      ~        d 


1_/1    1       \\  ^_i_ 


und  der  Reitrag  der  Kreislinien  zu  dem  Integral  (3)  nähert  sich 

der  Grenze 

(4)  K{%\)  -  /t(l,2). 

An  der  Kurve  (v  aber  gilt  die  Gleichung 

Kneser,  Integralgleichungon.  q 
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^  '  ^  — In ^  '  ■^  — (IN         ' 

da  Ä"(0,  1)  und  -£"(0,  2)  dieselbe  der  Grenzbedingungen  (1)  er- 
füllen. Somit  reduziert  sieb  das  Integral  (3)  scliließlicii  auf  die 
Differenz  (4)  und  man  findet 

Ä'(i,2)  =  ii:(2, 1). 

Nun  sei  die  Aufgabe  vorgelegt,  die  Wärmeleitung  in  der 
Fläcbe  6  oder  die  Schwingungen  der  als  Membran  gedachten 
Fläche  @  zu  untersuchen.  Dann  hat  mau  für  die  Temperatur  im 
ersten  Falle  die  Gleichung 

—7   =   «2z/M, 

c  t 
für  die  Verrückung  im  zweiten  Pralle 

wobei  a2  eine  Konstante  bedeutet,  und  es  ist  eine  der  liand- 
bedingungen  

ü  =  0,      ^^  +  /u(  =  0      (A>0) 

vorgeschrieben;  der  Fall  h  =  0,  in  dem  das  Randgebiet  adiatherman 
bedeckt  ist,  erfordert  besondere  Methoden  nach  Analogie  des  §  16 
und  werde  zunächst  ausgeschlossen. 

Versucht  man,  die  an  die  Größe  u  gestellten  Forderungen 
zu  erfüllen,  indem  man  n  in  ein  Produkt  aus  einem  nur  von  der 
Zeit  und  einem  nur  vom  Punkte  0  abhängigen  Faktor  zerlegt,  so 
ergibt  sich  für  letzteren  die  Gleichung 

zJ  (p  -j-  l  cp  =z  {)  ^ 

in  der  l  eine  unbekannte  Konstante  ist,  und  eine  der  Rand- 
bedingungen   

Versteht  man  ferner  unter  Ä'(0,  1)  diejenige  Greensche 
Funktion,  die  derselben  Randbedingung  wie  die  Größe  qp  unter- 
liegt, 80  gilt  die  Beziehung 


Berücksichtigt  man  daher  die  Gleichung 
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z/iC(0,  1)  =  0 
und  bildet  das  Integral 

—  AJZ(0,  l)(pds  =  \[K{0,  \)^<p  —  (p^K{0,  l)]ds 

über  das  Gebiet  (5  mit  Ausschluß  eines  Kreises  ü  um  den  Mittel- 
punkt 1,  indem  man  durch  N  stets  die  äußere  Normale  dieses 
Gebietes  bezeichnet,  so  kann  man  rechts  die  Integration  auf  die 
Kreislinie  i^  beschränken.  Läßt  man  den  Radius  derselben  ab- 
nehmen, so  erhält  man  die  angenäherten  Gleichungen 

und  in  der  Grenze  erhält  man  aus  der  Gleichung  (5) 

(6)  k^K{0,l)(p0.ds  =  (pl, 

womit  die  erwartete  Integralgleichung  abgeleitet  ist. 

Ist  umgekehrt  ^0  irgend  eine  im  Grundgebiet  stetige  Lösung 
dieser  Gleichung,  so  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

(7)  ^  =  jl^  log  ^  ds  +  j(jpO.  Jf(0,  l)ds. 

Dann  hat  zunächst  der  zweite  Summand  der  rechten  Seite  stetige 
erste  Ableitungen,  da  dies  von  3/(0,  1)  ebenso  wie  von  der 
Greenschen  Funktion  ^  (0,  1)  außerhalb  der  singulären  Stelle 
gilt.  Der  erste  Summand  der  letzten  Gleichung  hat  aber  eben- 
falls stetige  erste  Ableitungen,  da  er  als  logarithmisches  Potential 
mit  der  Dichtigkeit  <pO/27C  angesehen  werden  kann,  die  ersten 
Ableitungen  des  Potentials  aber,  wie  in  §  30  erwähnt  wurde, 
schon  stetig  sind,  wenn  die  Dichtigkeit  nur  als  stetig  vorausgesetzt 
wird.  Da  somit  die  Größe  ^0  stetige  erste  Ableitungen  besitzt, 
kann  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7)  die  Poissonsciie 
Formel  angewandt  werden,  und  da  offenbar  die  Gleichung 

z/,  J/(0,  I)  =  ^,ä:(0,  1)  =  0 
gilt,  erhält  man  aus  der  Gleichung  (7) 

z/](5pl  =  —  -^9^1,       ^1  (p  -\-  Ä  q)  =  0. 

Daß  ferner  die  Funktion  cp  dieselbe  Randbedingung  erfüllt,  wie  die 
Greeusche  Funktion,  zeigen  die  Gleichungen  (6),  (7)  und  die  in  >5  30 
angegebene  Form  der  ersten  Ableitungen  des  Potentials  unmittelbar. 
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Auf  die  Gleichung  (6)  sind  nun  freilich  die  allgemeineQ  im 
ersten  Abschnitt  aufgestellten  Sätze  über  Integralgleichungen 
nicht  ohne  weiteres  anzuwenden,  weil  der  Kern  im  Gruud- 
gebiet  unendlich  wird.  Aber  eine  Haupteigenschaft  der  Eigen- 
funktionen ist  leicht  nachzuweisen,  daß  nämlich  zwei  zu  ver- 
schiedenen Eigenwerten  gehörige  zu  einander  orthogonal  sind. 
In  der  Tat  erfüllen  irgend  zwei  Eigeufunktionen  die  Differential- 
gleichungen 

und  aus  diesen  folgt  sofort 

(A,„   —   A„)  j  (p„(p,n<iS   -f  J  {(pn^CPm  ~   (pm^(pn)ds   =   0. 

Formt  man  das  letzte  Integral  nach  dem  Greenschen  Satze  um 
und  bedenkt,  daß  wegen  der  allen  Eigenfunktionen  gemeinsamen 
Randbedingung  die  Gleichung 


d(p,n  dcpn 


gilt,  so  folgt 

(8j  (^m  —  K)j(pm(pndS  =   0, 

und,  da  X^  —  ^n  nicht  verschwindet, 

\(pnfpmds  =  0, 

womit  das  Behauptete  bewiesen  ist. 

,j  Hieraus  kann  man  weiter  ableiten,  daß  die  Eigenwerte  reell 
und  positiv  sein  müssen.  Denn  die  Greensche  Formsl  ist  auch 
auf  komplexe  Werte  der  Funktionen  des  Ortes  anzuwenden,  wie 
die  Identität 

^ds[((p  +  ^i)J{xl;  -h  'FO  —  (1/»  4-  ''Vi)^{(p  +  ^01 

=  f  (/ .s;((p  z/ 1/;  —  ^J(p)  —  {ds(0^^f^  —  ^J(P) 

zeigt  in  Verbindung  mit  derjenigen,  die  entsteht,  wenn  mau  'I  s  und 
^  durch  dl  und  d/d N  ersetzt.  Wäre  nun  ein  komplexer  Eigenwert 
vorhanden,  so  wären  auch  die  ihm  und  der  zu^ehörii^en  Ei^en- 
funktion  konjugierten  Größen  Eigenwert  und  Eigeufunktion;  wendet 
man  auf  die  beiden  Eigenfunktionen  die  obige  Argumentation  an. 
80  erhält  man  wiederum  die  ^Gleichung  (ö),  in  der  cp„  und  q}^ 
konjugiert  imaginäre  Größen  sind,  und  k^  von  A„  verschieden  ist. 
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Das  ist  aber  unmöglich,  weDn  die  Eigenfunktionen  nicht  identisch 
verschwinden.     Die  Eigenwerte  sind  also  reell. 

Benutzt  man  endlich  die  aus  der  Gaussischen  Integraltrans- 
formation folgende  Gleichung 

indem  mau  für  qp   eine  Eigenfunktion   nimmt,   so   folgt   aus   den 
Gleichungen 


^cp  -\-  k(p  =  0,       ^-^h(p  =  0 


unmittelbar 
I  (Is 


(i 

woraus,  da  die  Konstante  h  positiv  ist,   hervorgeht,   daß  A  nicht 
negativ  sein  kann.     Die  Eigenwerte  sind  also  positiv. 

Die  ganze  Argumentation  dieses  Paragraphen  überträgt  sich 
ohne  weiteres  auf  das  Gebiet  9t,  indem  man  log  1/roi  überall 
durch  1/roi  ersetzt. 

§  32. 
Quellenmäßige  Funktionen;  der  ausgeartete  Fall. 

Wenn  fO  eine  mit  ihren  ersten  Ableitungen  im  Grundgebiet 
stückweise  stetige  Funktion  des  Ortes  ist,  so  hat  die  Größe 

Fl  =^KiiX  l)f0.ds 

den  Charakter  eines  Potentials,  ist  also  mit  ihren  ersten  Ab- 
leitungen im  Grundgebiet  stetig;  daß  sie  die  Pandbedingung  der 
Greenschen  Funktion  A(0, 1)  erfüllt,  zeigt  die  in  §  30  angegebene 
Form  der  ersten  Ableitungen  eines  Potentials.  Wir  sagen,  Fl 
sei  quellenmäßig  dargestellt  oder  kurz  quellenmäßig. 
Zerlegt  man  diese  Größe  auf  Grund  der  Gleichung 

^(0,  1)  =  i/z  log  ;^  4-^1/(0,1), 

SJl  Toi 

so  ergeben  die  in  §  31  an  die  Gleichung  (7)  geknüpften  Schlüsse 
z/iFl  ^  z^i  f^  log  — f/s  —  z/,  I  .17(0,  l)f0.ds 
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also,  da  bei  den  vorausgesetzten  Eigenschaften  der  Größe  /O  die 
Toissousche  Gleichung  angewandt  werden  kann, 

oder,  was  dasselbe  bedeutet, 

Jetzt  sei  O  eine  im  Grundgebiet  stetige  Funktion  des  Ortes, 
die  stetige  erste  und  stückweise  stetige  zweite  und  dritte  Ab- 
leitungen besitzt  und  die  Randbedingung  der  Grcenscheu  Funk- 
tion K{Q^  l)  erfüllt.     Dann  ist  die  Größe 

fO  =  —  zJ0O 

mit  ihren  ersten  Ableitungen  im  Grundgebiet  stückweise  stetig; 
bildet  man  also  mit  ihr  die  oben  eingeführte  Größe  i%  so  findet 
man 

zJFO  =  —  /■(),       ^{F  —  0)  =  0 

und  die  Größe  F  —  <P  erfüllt  ebenso  wie  F  und  <D  eine  der 
Gleichungen 


F  —  0  =  0,       F  —0  J^h  ^  ^^^  ^,  ^^  =  0. 

'  dJS 

xs'un  gilt  die  Transformation 

in  der  x,  y  rechtwinkelige  Koordinaten  bedeuten,  sobald  die 
Größe  u  mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist,  also  z.  H.,  wenn 
man  u  =  F — 0  setzt;  hieraus  folgt  je  nach  der  Form  der 
geltenden  Randbedingung 

0)  j[f-n^O'+  C-^^F^J]  - = -  "\<--  "^^'^ 

oder 

also  in  jedem  Falle  für  das  ganze  Gruudgebiet  (5 

(2)  Ol  =  Fl  =\  K((\  l)fO. äs. 

Eine  Funktion  von   den  für  O  vorausgesetzten  Eigenschaften 
ist  also  quellenmäßig  darstellbar. 
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Wie  die  durchgeführten  Betrachtungen   zu  modifizieren  sind, 
wenn  die  Randbedingung  die  Form 

du 
clN 
hat  ist  leicht  zu  übersehen.     Man  findet  dann  offenbar  auch 

^  =  0,       z/(jp  +  Ag)  =  0, 
und  hieraus  mittels  des  Greenschen  Satzes. 


I  z/(jpr/s  =  i— ^^  (U  =  0, 


also 

(3)  \(pds  =  0. 

Um  den  Kern  zu  bestimmen,  setzen  wir  nach  §  16  die  Glei- 
chung 

z/Ä'(0,  l)  =  a 

an,  wobei  a  eine  Konstante  bedeutet;  denn  ein  möglicher  statio- 
närer Zustand  wird  erhalten,  indem  man  die  Temperatur  einer 
beliebigen  Konstanten  gleich  setzt;  an  Singularitäten  werde  von 
der  Größe  -K(0,  1)  dasselbe  gefordert,  wie  von  der  oben  ebenso 
bezeichneten;  außerdem  kann  die  Gleichung 

j'^(0,  1)  f/s  =  0 

angesetzt  werden,  da  in  A(0, 1)  offenbar  eine  additive  Konstante 
verfügbar  bleibt.  Dann  läßt  sich  die  Größe  jBr(0,  1)  ganz  ähnlich 
wie  oben  als  symmetrisch  erweisen;  die  Gleichung  (5)  des  §  31 
bleibt  richtig  und  aus  ihr  folgt  wie  dort  die  Integralgleichung  (6), 
da  das  mit  dem  P^aktor  a  behaftete  Glied  der  Gleichung  (3)  zu- 
folge wegfällt.  Quellenmäßig  darstellbar  ist  ferner  jede  Funktion 
i''0,  die  stetige  erste  und  stückweise  stetige  zweite  und  dritte 
Ableitungen  besitzt,  die  Randbedingung 

dN 
erfüllt  und  außerdem  der  Gleichung 

^Fds  =  0 
unterworfen  ist. 

Deutet  man  die  Singularität  der  Funktion  K{(),  1)  als  Quelle 
im  Punkte  1,  so  ist  deren  Ergiebigkeit,  wenn  man  über  einen  um 
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den  Punkt  1  beschriebenen  Kreis  ^  integriert, 


J       clN 


dl, 


wobei  die  Normale  N  nach  dem  Innern  der  Kurve  Ä  hingerichtet 
ist;  offenbar  kann  man  das  Integral  über  die  Randlinie,  an  der 
die  Größe 

dK  (0,1) 
dN 

verschwindet,  hinzufügen  und  erhält  so  als  Ergiebigkeit 


CdK(0,l)    „    ,    CdK{0,l)   ,,        f   .J^/n1^7 

wobei  rechts  über  das  Gebiet  &  integriert  wird,  das  vom  Grund- 
gebiet übrig  bleibt,  wenn  die  vom  Kreise  St  umfaßte  Fläche  aus- 
geschlossen wird;  links  ist  dann  durch  N  überall  die  ^äußere 
Normale  dieses  Gebiets   bezeichnet. 

Läßt  man  den  Kreis  ^  zusammenschrumpfen,  so  erhält  man 
rechts  den  Wert 


a\ds. 


Ist  daher. die  Ergiebigkeit  Eins,  so  hat  man  für  a  den  reziproken 
Wert  des  Areals  der  Fläche  li  zu  setzen.  Dann  ist  — A'(0,  1) 
die  stationäre  Temperatur,  die  von  einer  im  Punkte  1  befindlichen 
Quelle  von  der  Ergiebigkeit  —  1  verursacht  wird,  wenn  in  jedem 
Element  der  Fläche  @  eine  gewisse  konstante  Wärmemenge  etwa 
durch  einen  galvanischen  Strom  als  Joulesche  Wärme  erzeugt 
wird. 

Die  Existenz  der  Greenschen  Funktion  ist  hier  wie  im  Falle 
des  vorigen  Paragraphen  zunächst  noch  zweifelhaft;  sie  wird  in 
den  Einzelfällen,  die  wir  betrachten,  durch  besondere  Entwicke- 
lungen  erwiesen,  kann  aber  natürlich  auch  aus  den  allgemeinen 
Existenztheoremen  der  Potentialtheorie  erschlossen  werden,  die 
wir  im  fünften  Abschnitt  beweisen  wollen. 

Endlich  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  daß  auch  die 
Ent Wickelungen  dieses  Paragraphen  auf  das  räumliche  Problem 
übertragen  werden  können,  indem  man  die  räumlichen  Greenschen 
Funktionen  benutzt  und  beim  Integrieren  an  Stelle  des  Kreises  5? 
eine  Kugel  aus  dem  Grundgebiete  ausschließt. 
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§  33. 

Eigenfunktionen  und  Greensche  Funktion  des  Rechtecks  als 

schwingender  3Ienibran  oder  wärmeleitender  Platte. 

Das  Randwertproblem  des  §  31  ist  für  das  Kechteck  als 
Grundgebiet  leicht  zu  lösen.  Wir  betrachten  den  Fall,  daß  die 
gesuchte  Funktion  auf  dem  Umfange  verschwindet,  wie  es  bei 
einer  schwingenden  Membran  selbstverständlich  ist;  bei  der 
wärmeleitenden  Platte  gilt  diese  Annahme,  wenn  der  Umfang  auf 
der  konstanten  Temperatur  Null  gehalten  wird.  Das  Grundgebiet 
sei  begrenzt  von  den  Geraden: 

X  =  0,     X  =  b, 

y  =  0,    y  =  c. 
Man  fordert  dann  die  folgenden  Gleichungen: 
^qp  -f  A  qp  =  0,     cp  {0,  ij)  =  (f  {b,  y)  =  cp  (x,  0)  =  cp  {x,  c)  =  0; 
diese  werden  durch  die  Annahme 

triTtX     .       HTIV 


'q)  =r  sin  — r —  sin 


b  c 

erfüllt,  wenn  m  und  n  positive  ganze  Zahlen  sind;  als  zugehöriger 
Eigenwert  ergibt  sich 

A.„  =  .^  (^-  -f  - 

Integriert  man  das  Quadrat  des  Ausdrucks  (p  über  das  Grund- 
gebiet, 80  erhält  man 

h  r 


.    ,  mTCX    ,       r   .       nrc  ij   ,  bc 

sin-  — ; —  cix .     sin2 du  =  —-: 

b  J  c        -^          4 


0 


als  normierte  Eigenfunktionen  können  also  die  Ausdrücke 

^      r»  2       _     mnx    .     nny 

(pm  n^  —  77=  sin  — -. —  sin 

\bc  b  c 


gelten,  indem  wir,  wie  bisher,  durch  0  den  Punkt  mit  den  Koor- 
dinaten ir,  y  ohne  Index  bezeichnen.  Daß  dies  System  von  Eigen- 
funktionen vollständig  ist,  stellt  sich  im  Laufe  der  Untersucluing 
heraus,  und  zwar  dadurch,  daß  sich  die  bilineare  Summe 

.     mTCX    .     mcy     .     ninx,     .     miy, 
1.»  -  ,  ,     i,x  sin  — i —  sin  —  sin      ,        sin  — -^^ 

2^        A„„        -  bc2^ 

m,n  m,»i 


1^38  Vierter   Abschnitt.  §33. 

die  wir  auch  durch  S  bezeichnen  wollen,   der  in  §31   definierten 
Greenschen  Funktion  K{0,  1)  gleich  erweist. 

Um   diese   Summation  in   einer  gewissen  Folge   der  Glieder 
durchzuführen,  gehen  wir  von  der  Fourierschen  Entwickelung 

jrßof^a     _  _l -l^  (— l)'cosv« 

aus,  die,  wenn  fi  eine  beliebige  reelle  Konstante  bedeutet,  in  dem 
InteiTall 

TT   <C   «  <   TT 

gilt,    und   summieren   mit   ihrer  Hilfe   einen  Bestandteil   der   bi- 
linearen Summe: 

.     n:n}/    .     nnifi                      nn{y  —  y^) 
i,x  sin sm i,x  cos  ^ 


1,«  cos 


'-  +  (t)         "    "  +  (-) 


1,0c  (— l)"co8—  (y  +  Vi  —  0 

—  "^ ä 

'"  +  {-¥) 

Hier  kann  die  zweite  Summe  stets  durch  die  Formel  (1)  sum- 
miert werden,  da  die  Größen  y  und  y^  der  Strecke  von  0  bis  c 
angehören,  mithin  die  Ungleichung 

—  c  — 

gilt.     Die  erste  Summe  kann  aber  nur  dann  der  Formel  (1)  sub- 
sumiert werden,  wenn  yi'^y\  denn  nur  dann  ist 

—  c  — 

Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  der  Formel  (2),  in  der 

mc 

gesetzt  wird,  sofort 
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1,  X  sin  —^  sin  —f-        n  6o]  -^  {c  —  y,  ^  y) 
"         w^  -4-  I  -7-  )  — —-  ein 


+  (t) 


^  2  WC    -^.      »/iCTT 


\b  J  b 

7t^Q\-^{c  —  y  —  y^) 


2mc mc  71  ' 

-r  ®'"  -TT 

und    hieraus    mittels    der    Additionsformeln    der    hyperbolischen 
Funktionen 

1,0.  sin — ^  sin —       71  icin -^  {c  —  yj  ein     ,  "^ 

n  ^H  c c^  b 0^ 

^  o    ,    /nic\^       """  »HC mc:nr  '     ^^  =  J' 

"       "'  +  (t)  X  *'"  T- 

Da  diese  Größe  aber  in  y  und  yi  symmetrisch  ist,  so  ergibt  sich 
für  den  Fall  i/i  ■^  y  sofort  die  weitere  Formel 

.     n7ty    .    HTcy,  _.    m7i  ,  ,  ,.     nnty. 

i.:c  sm  — ^  sm  — ^       3r©m  -7—  (c  —  ?/)  5sm  — r^ 

n  "^^  ^ C         ^ b 

■•     "'  +  (t)  t  *•"  -r- 

Hiemach    kann    die    bilineare  Summe    S    bei   der    Annahme 
y  ^  //i  iu  folgender  Form  geschrieben  werden: 

^1,00  ©in  ^—  (c  —  y)  ein  — r-^  sin  —, —  sm  — j— 
g_^^  ^    ^  /> h 6__ 

:7r  ^  , .    mcTi 

"*  w  c;m  — ; — 

Diese  Summe  ist  der  reelle  Teil  der  Größe 

.     m7ix,   -.    niTty, 
^  1,00  sin  — -. — -  ein  — r^  ,  /  s 

W  =  ^T ^ ^    sin  '^  ©in  '""''• -^' 

'"  tu  fem  — 7 — 

0 

iHTtx  r-  -  mttAc  —  y)  1 
—  i  cos  —, —  (ÄO)    ^^-1 "—     , 

die  auf  Grund  der  Beziehungen  und  Bezeichnungen 

60). r  =  cosri,       ©in.r  =  —  «sinij:,     ^^  ^  .r  -f-  </i, 

^1  =  •^'i  +  Vx  ^     ^  =  -^1  —  !/i  ^     7  =  ^    '' 
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auch  in  den  folgenden  Formen  geschrieben  werden  kann: 

vV  ■= >    , 

71  -*^^  ^,    mite 

"»  m  ein  — ; — 

ü 


mit  ,       .         .,  mn  .      ,       . 

1,00  cos  -7-  (Tj  -|-  «/i  i)  cos  -^  (o;  -|-  yi  —  ci) 


r^  .        m  71  c 

m  em  — 5 — 

0 

■triTi  ,  .^         mn 


j    i,x  cos  -j-  {t,  —  y^  i)  cos  -j^  (x  -{-yi  —  et) 


_ .     m  71  c 
ni  ein  — 1 — 


ni  7r  mn  . 

i,x  cos  -j—  [z  -\-  g^  —  IC)  -\-  cos  -j-  (z  —  ^1  —  IC) 

71  ^^^  m  {q-'"  —  q'") 

,    1,00  cos  -7—  (2  -\-  z^  —  2C)  +  cos  —  [z  —  z-,  —  ?c) 
1   -1^  b  '  b 


71   ^  ni{q—^  —  q'-) 

^  ir  IHTC 

> — n—  cos  -T—  (Z  -\-  Zi   —  IC) 

m  ^ 

.      1,00 

1    -sr^        fy'"  wjjr 


;r 


H > ,  :; — ~ — 3-  cos  -^—  (^;  —  -s'i  —  ic) 

,      1,00 

>  ^; r-  cos   -^—  (Z  -\-  Z,    —   IC) 

tn  -^ 

1   's^        ry*"               m7i  .  __  .  , 

>,  :; IT-  cos   —r-  (Z  —   Z.    —   ic). 

7t  "^  \   —  r/2»'              b     ^  ' 


§  34. 
Suiniiiierun^  der  erhaltenen  Reihe  und  Verifikation. 

Die  lleihe   ^V  läßt   sich  summieren   mittels  einer   schon   bei 
Jacobi  vorkommenden  Formel 

l,x 

/i\           1       Q.  /       \         r\         ^ -^T^        7'"       cos  2mv7i 
(1)  log  ^o(t;,  (/)=(?-  2  2  fzz^;^  — ^^ ' 

in  der  (j^  eine  von  v  unabhängige  Größe  bedeutet  und  gesetzt  ist 
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<9-o {v,  q)  =  1  —  2g cos 2vn  -\-  2 r/* cos 4 y :r  —  2q^cos6vn  -\-  ■■• . 
Die  Reihe  für  log  O-q  (y,  q)  konvergiert,  wenn 

V  =  ^  -\-  rji 
gesetzt  wird  und  |  und  rj  reelle  Größen  sind,  unter  der  Voraus- 
setzung 

logg 


<2)  \1\<     -2. 

die  erfüllt  ist,  wenn  für  v  eine  der  Gröi3en 

^^>  2fj  '  26  ' 

also  für  1]  eine  der  Größen 

y  ±  !h  —  c 
2  6 

gesetzt  und   die   Annahme   U  ^  i/i    festgehalten   wird.     Denn   es 
ist  zu  setzen 

log  q c 

27t    ~  "~  26' 

die  Größen  y  und  y^  aber  liegen  in  der  Strecke  von  0  bis   c. 

Bleibt  ferner  die  Differenz  y  —  i/^  über  einer  festen  positiven 
Grenze,  so  gilt  dasselbe  von  der  Differenz  beider  Seiten  der  Un- 
gleichung (2)  und  die  Reihe  logO-Qü,  mit  den  Argumenten  (3) 
genommen,  konvergiert  gleichmäßig.  Offenbar  konvergiert  die 
Reihe  (1)  gleichmaßig  in  jedem  Gebiete,  in  dem  mindestens  eine 
der  Stellen  0  und  1  vom  Rande  um  mehr  als  ein  festes  endliches 
Wegstück  entfernt  bleibt. 

Hiernach  kann  man  setzen 

^  l    ,       ^'\ 26 )^^[ 26 ) 

W  =  t:—  log 


y-c- 


26  ;     "V  26 

oder,  indem  man  die  Formeln 

benutzt, 


IF  =  -1-  lo- 


M-^)*.C-i^) 
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uud  es  ist  leicht  zu  übersehen,  daß  die  Größe 

K{0,  1)  =  ^cW, 

gleichviel  ob  die  bisher  geltende  Annahme  y  ^  yi  festgehalten 
wird  oder  nicht,  die  gesuchte  Greensche  Funktion  des  Grund- 
gebietes ist. 

Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  davon  aus,  daß  die  Funktion 
jSr(0,  1)  verschwindet,  wenn  der  Punkt  0  auf  dem  Rande  des 
Grundgebietes  liegt.     Setzt  man  z.  B.  y  =  0,  so  ist 

(X  -[-  x^  —  yj\       (X  —  -Tx  +  ?/i  i\ 
W=l  ,o.c  "'  ^ ^^^  *■  ^ ^^~) 


27t     ""  ^   /x  -i-xi^rjhj\  ^   (X  —  a?i  —  yi i\ 

^^  V — rb — ;  ^^  \ — 26 — ; 

und  unter  dem  Zeichen  log  steht  der  Quotient  zweier  konjugiert 
komplexer  Größen,  also  eine  Größe  vom  absoluten  Betrage  1, 
deren  Logarithmus  Null  oder  rein  imaginär  ist;  9teM^  verschwindet 
also.     Setzt  man  ferner  a;  =  0,  so  erhält  man 

^yi  4-  ^1  —  2/1 A  Q.  (y^  —  x^^r  ?/,  i\ 


TF=  — log 


,^(._ii|_:^).^(^ 


26 


2  3r     ^  ^   (yi  ■\-  -r,  -fj/,  i\  ^   (yi  —  x^  —  //j  i 


^  f +26      ^'0  ^^  (- 


2  6 


und  unter  dem  Zeichen  log  steht  wiederum  eine  Größe  vom  ab- 
soluten Betrage  1. 

Vermehrt  man  ferner  in  dem  Ausdruck  W  die  Größe  z  um 
6  oder  c«,  d.  h.  ./  um  6  oder  y  um  <",  so  erhält  man  aus  den 
Formeln,  die  die  vier  Funktionen  %^  ineinander  überführen 

>r   (^    +    6)    —    -—    log ; j ; , 

W  {Z    -\-   IC)    =:    -—    log ; ^ • 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  wie  oben,  daß  der  reelle  Teil  der 
Größen  Tr(.2'-j-6),  W{z  -\-  ic)  verschwindet,  wenn  man  x  =  0 
oder  _//  =  0  setzt;  das  bedeutet  aber,  daß  die  Größen  ilicTF  vei'- 
schwinden,  wenn  man  x  =r  b  oder   y  =  c  setzt,   womit   die   aus- 
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gesprochene  Behauptung,  -2^(0,  1)  verschwinde,  wenn  der  Punkt  0 
dem  Rande  des  Grundgebietes  angehört,  vollständig  erwiesen  ist. 
Was  ferner  die  Singularität  der  Größe  ^(0,1)  betrifft,  die 
auftritt,  wenn  die  Punkte  0  und  1  zusammenrücken,  so  sieht  man 
zunächst,  daß  die  Größe  W  unendlich  wird  wie 

-  ^  log  (^~  -  ^-:), 

d.  h.  sich  von  dieser  Größe  um  eine  an  der  Stelle  z  =  z\  reguläre 
analytische  Funktion  von  z  unterscheidet.    Nun  gilt  die  Gleichung 

9ie  [- ilog(. -..)]  =  2^  log  ;^; 

die  Größe  K(0^  1)  =  ÜteTF  hat  also  genau  die  von  der  Greenschen 
Funktion  geforderte  Singularität. 

Endlich  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  die  Größe  -5^(0,  1)  als 
reeller  Teil  einer  analytischen  Funktion  die  Laplacesche  Gleichung 

^K{0,  1)  =  0 

erfüllt;  hieraus  und  aus  den  abgeleiteten  Singularitäten  und 
Randeigenschaften  folgt  nach  §  31  die  Symmetriegleichung 

und  damit  auch  die  Gleichung 

z/i  ^(0,  1)  =  0. 

Hiermit  ist  die  Größe  ^"(0,  1)  endgültig  als  die  gesuchte 
Greensche  Funktion  nachgewiesen  und  die  allgemeinen  Sätze  des 
§  31  zeigen,  daß  die  Funktionen  f/„,„  Lösungen  der  Integral- 
gleichung 

sind. 

Die  für  diese  Größe  geltende  Darstellung  durch  die  bilineare 
Doppelreihe 

ist  zunächst  in  jedem  Gebiete  gleichmäßig  konvergent,  in  dem  die 
Differenz  y  —  y^  über  einer  festen  positiven  Grenze  verbleibt. 
Denn  unter  dieser  Voraussetzung  konvergieren  die  aus  der 
Formel  (1)  abgeleiteten  Summen  gleichmäßig,  wie  bei  dieser 
schon  bemerkt  ist;  dasselbe  gilt  stets  von  den  Summen  (2)  des 
§  33,  die   auch  bezüglich  der  Zahl   ni  gleichmäßig   konvergieren. 
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Stellt  man  daher  die  bilineare  Reihe  mit  leicht  verständlicher 
Symbolik  durch  die  Doppelsumme 

1 ,  ->-  1 ,  <»        1 ,  ai 

>]   J>m  =    2    ^    --^mn 
m  m         n 

dar,  so  kann  zunächst  die  links  stehende  Reihe  mit  vorgeschrie- 
benem Grade  der  Genauigkeit  durch 

S  «... 

ersetzt  werden,  wobei  m^  durch  den  Genauigkeitsgrad  bestimmt 
ist,  und  ohne  die  erreichte  Genauigkeit  wieder  zu  vermindern, 
vergrößert  werden  darf.  Sodann  kann  in  jedem  dieser  ?»i  Glieder 
für  Bm  die  Summe  ,  „ 

n 

gesetzt  und  «i  so  gewählt  werden,  daß  die  Differenz 

m  m         n 

unter  einer  vorgeschriebenen  Grenze  liegt  und,  wenn  n^  vergrößert 
wird,  liegen  bleibt.  Damit  ist  erreicht,  daß  für  das  ganze  be- 
trachtete Gebiet  die  Differenz  der  Größen 

1,  00  i,mi     l,»ii 

m  m        n 

absolut  genommen  unter  der  Summe  zweier  vorgeschriebenen  posi- 
tiven Größen  liegt,  also  gleichmäßig  klein  bleibt.  Die  bilineare 
Reihe  konvergiert  also  gleichmäßig  in  jedem  Gebiet,  indem  die 
Differenz  y  —  y-^  über  einer  positiven  Grenze  verbleibt. 

Da  nun  die  Formeln  (2)  des  §  33  in  den  Stellen  0  und  1 
symmetrisch  sind,  kann  man  eine  der  durchgeführten  völlig  ana- 
loge Schlußreihe  für  den  Fall  y  <C  2/i  entwickeln  und  aus  dieser 
insbesondere  das  Korollar  ableiten,  daß  auch,  wenn  die  Differenz 
y^  —  y  über  einer  positiven  Schranke  verbleibt,  die  bilineare 
Reihe  gleichmäßig  konvergiert. 

Weiter  ist  aus  der  (icstalt  der  Figenfunktionen  ersichtlich, 
daß  die  Variablen  x  und  y  keine  wesentlich  verschiedene  Rolle 
spielen;  die  bilineare  Reihe  konvergiert  also  auch  gleichmäßig, 
wenn  eine  der  Differenzen  x  —  x^  und  x^  —  x  über  einer  positiven 
Grenze  verbleibt.     r)a  in  allen   endlichen  Reihen,  die  die  Größe 
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K{0,  1)  mit  gleichmäßiger  Genauigkeit  darstellen,  die  Zahlen 
Wj,  «j  und  die  ihnen  analogen  vergrößert  werden  dürfen,  schließt 
man  aus  den  erhalteneu  Resultaten  leicht,  daß  die  bilineare  Reihe 
in  jedem  Gebiet  gleichmäßig  konvergiert,  in  dem  der  Abstand 
der  Stelle  0  von  der  festen  Stelle  1  über  einer  positiven  Grenze 
bleibt. 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  auch,  wie  man  leicht  sieht,  für 
die  Reihen,  die  aus  den  unter  (1)  und  in  §  33  unter  (1)  angeführten 
entstehen,  indem  man  gliedweise  differenziert;  handelt  es  sich 
doch  um  anal}' tische  Funktionen,  die  im  Konvergenzgebiete  der 
Reihen  regulär  sind.  Daraus  folgt,  daß  die  bilineare  Reihe  in 
Gebieten  der  bezeichneten  Art  gliedweise  differenziert  werden  darf. 

§  35. 
Überblick  über  einige  verAvandte  Fälle. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  benutzten  Methode  lassen 
sich  noch  einige  ähnliche  Aufgaben  behandeln,  bei  denen  nur  die 
Randbedingungen  andere  sind. 

Es  seien  zunächst  die  Seiten  y  =  0  und  y  =  c  auf  der 
Temperatur  Null  gehalten,  die  anderen  beiden  Seiten  adiatherman 
bedeckt.     Dann  gelten  für  die  Eigenfunktionen  die  Bedingungen 


<P 


^ 


=  0, 


ex 


dx 


0 


und  man  findet  die  normierten  Ausdrücke 
2 


<Pr 


))i7ix    .     nitii 
,U  =  — -_=  cos  — ; —  sin  -. 


zu  denen  die  Eigenwerte 


62 


+ 


w2:7r2 


9o» 


^On    


v^, 


n2;r2 


sin 


nnif 


gehören.     Man  erhält  also  folgende  bilineare  Formel: 


^«^(n.  1)  =  £:  S 


nny    .     mry. 
sm sm  ~ 


)<27r2 


mnx         ni  n  x,     .     n  jti/    .     mc  i/, 

.    1.«   1,»  008  — 7 —  COS  — } — -  sin  sin  — 

.     4    ^  ^  b  b  c  c 


Kneser,  Integralgleichungen. 
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und  vermittelst  der  oVjen  gebrauchten  P'ormeln,  indem  mau  nach 
n  summiert,  für  //  >>  y^ 

K(0,  1)  =  i^^ 


2 


+  ^2 


bc 
i,x  cos  — r —  COS  — T-^  Sin  -— —  (c  —  y)  fem       ,  • 


^.     mnc 
ni  ©m 


b 

und   für  y  <<  y,    den    Ausdruck,   der   aus    dem   hingeschriebenen 
entsteht,  indem  man  (a:,  y)  und  (xj,  t/i)  vertauscht. 
Hieraus  folgt  weiter  wie  oben 


K{0, 1)  =  Die 


1,  ^■c-^)^-c-ii^y 


und  in  der  -O'-Funktion  ist  wiederum  q  =  e    **    zu  setzen. 

Läßt  man  ferner  drei  Seiten  des  Rechtecks  adiatherman 
bedeckt  sein  und  hält  die  Seite  x  =  0  auf  der  Temperatur  Null, 
so  haben  die  Eigenfunktionen  die  Gestalt 

/  \\  7CX         nny 

const.  cos  (m ?r  )  -r-  ^os , 

\  2  /    o  c 

und  für  die  Greensche  Funktion  üudet  man 

Ol  6  lO"  — ^ —  • 

Hält  man  umgekehrt  drei  Seiten  des  Rechtecks  auf  der  Tem- 
peratur Null,  während  die  Seite  x  =  0  adiatherman  bedeckt  wird, 
80  haben  die  Eigenfunktionen  die  Form 

/  1  \    TT  3'      .       HJl  y 

const.  cos  Im  —  —  j  -j-  sm , 

und  man  findet  die  Greensche  Funktion 
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in  diesem  und  dem  vorigen  Falle  ist  zu  setzen 

nr 

Sind  endlich  die  zusammenstoßenden  Seiten  x  =  0  und  y  =  0 

adiathermau  bedeckt,  die  anderen  Seiten  auf  der  Temperatur  2vull, 

so  sind  die  Eigenfunktionen 

/  l\  nx         (  \\nxi 

const.  cos  \m ^  j  -j-  cos  yn  —  —  j  — ^ 

und  der  Kern  ist,  wenn  r/  denselben  Wert  hat  wie  in  den  beiden 
vorigen  Fällen,  der  reelle  Teil  des  Ausdrucks 

'"  "  *.  m)  *^  W)  *«  (^  +  t)  ^-^  +  1) 

in  welchem  drei  Glieder  hinzuzufügen  sind,  die  aus  dem  hin- 
geschriebenen entstehen,  wenn  man  ^  -|-  ^i  durch  einen  der  Aus- 
drücke z  —  z-^^  z  -\-  z^^  z  —  ii  ersetzt. 

Auch  hier  ist  es  leicht,  die  Gleichungen 

^0^(0,  1)  =  ^1^(0,  1)  =  0 
zu  verifizieren   und  die  Singularität  der  Größe  ^(0,1)  als  Funk- 
tion der  Stelle  0  an  der  Stelle  1  zu  erkennen. 

Ebenso  läßt  sich  aber  auch  der  ausgeartete  Fall  behandeln, 
daß  alle  Seiten  des  Rechtecks  adiatherman  bedeckt  sind.  Die 
Eigenfunktionen  sind 

2  m%x         mcii        .  „  /w^         n^\ 

^'""  =  jTc ''''  ~h-  '^'  -r^    ^"-  =  ^'  Vii  +  ^; ' 

wobei  einer  der  Werte  m  und  n  verschwinden  darf,  nicht  aber  beide 
zugleich;  die  Konstante  kann  zwar  als  Lösung  der  Randwert- 
aufgabe angesehen  werden,  erfüllt  aber  nachher  nicht  dieselbe 
Integralgleichung  wie  die  anderen  Größen  9„,„. 

Mit  diesen  Ausdrücken  erhält  man  folgende  bilineare  Reihe : 

m nx         mn x.                           n  n  ii        n  n y, 
1.00  cos  — ; —  cos  — ^ —        1     i>  cos cos ^^ 


-  l.OD     V\-»0  . \^KJ^     j  1  ^)  ^ 

A'(o,  1  j  =  1  y -J^ ^—  +  ^  y 


hc^^  wt2;j2  ^[)c^--i  n'^n-^ 


b^ 


C 


mnx         mnx-,  mtu  nny-, 

1,00   ],x  cos  — i —  cos  — ; — -  cos cos ^ 


,     2    >^  ^  h  b  c 


-Cl+I) 


10* 
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und  mittels  der  früher  benutzten  Hilfsmittel  erhält  man  bis  auf 
einen  konstanten  Summanden,  der  weggelassen  ist, 

^'(«'  ')  =  2^  (""  +  «') 
Offenbar  gelten  die  Gleichungen 

aus  ihnen  geht,  d;i  hc  die  Flüche  des  Grundgebietes  ist,  nach 
einer  in  J^  82  gemachten  Bemerkung  hervor,  daß  —  ^(0,  1)  als 
Temperatur  von  einer  Wärmequelle  von  der  Ergiebigkeit  —  1 
herrührt,  wenn  gleichzeitig  im  Grundgebiet  überall  eine  für  die 
Flächeneinheit  konstante  Wärmemenge  erzeugt  wird. 

Die  Formeln,  mit  denen  in  allen  diesen  Fällen  die  Summation 
der  doppelt  unendlichen  Reihen  gelingt,  sind  außer  den  in  §  33 
benutzten  die  folgenden: 

>^  cosw(7r  —  a)  1       ,      7t(^o)u,u       ,  ^      ^    ,      x 


.IT-,    cos(2n—  l)a  "^  yl  /        /n  ^      ^    \ 

)^         ry^"-^         cos(2n-l);r^  _  ^  (t) 

2-1  1  _  ^.2C2«-i)  2w  —  1  ^ 

-^0 


1,00 


'i^      g-"-^       sin  (2« —  \)Tiz 
Zu  1  +  r/»-'''  2«—  1 
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§36. 
Greensche  Funktionen  auf  der  Kreisfläche. 

Durch  Aufbau  aus  den  Elementen  mittels  der  bilinearen  Reihe 
lassen  sich  auch  die  Green  sehen  Funktionen  für  die  Kreisfläche 
vom  Radius  Eins  einschließlich  des  ausgearteten  Falles  bestimmen ; 
die  Stelle  der  beim  Rechteck  benutzten  Formeln  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  vertreten  hier  die  bilinearen  Formeln 
des  §  27. 

Transformiert  man  die  Fouriersche  Differentialgleichung 

— —  =  a^ztu 
öl 

in  Polarkoordinaten,  und  führt,  wie  in  §  31,  die  Grenzbedingung 


ein,  so  sieht  man  leicht,  daß  die  Eigenfunktionen 

Jm  {q  »")  cos  mO,      Jm  {q  r)  sin  m  6 
sind,  wobei  J,„   die  ßesselsche  Funktion  mier   Ordnung,   m   eine 
nicht  negative  ganze  Zahl  bedeutet  und  die  Konstante  q   durch 
die  Gleichung 

qJLq-{-  HJ,nQ  =  0 
definiert  ist.     Der  Fall  H  =  co   bedeutet  natürlich 

J,nQ    =   0. 

Die  zugehörigen  Eigenwerte  sind  die  co  2 -Werte  p-,  so  daß  man 
sich  auf  die  positiven  Wurzeln  beschränken  kann.  Um  die  Eigen- 
funktioneu  zu  normieren,  braucht  man  die  über  die  Kreisfläche 
erstreckten  Integrale 

P„, „  ^=  ids  J,n {q t-y  cos2 m 0 

I'mn  =  \(is  J,u  {q  r)2  sin2  m  0 ; 

da  ds  =-  rdrdO,  so  tindet  man  leicht 

Pon  =  2;rJ  aJo(()„„a)2da, 
0 
1 

P„,„   =   P„,„   =  7t  J  aJmiQmnC^ydu,  (wt  >  0). 

II 

Die   bilineare   Reihe   unseres   Problems   hat   daher   folgende 
Form: 
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l^/A     IN  Xr-    ^    COS  m  (Ol    —    0)J,„{Qmnr)J,n{Q,n„ri) 

^(0, 1)  =  2J  .Zj V — ^' 

m         »1 

In  diesem  Ausdruck  kann  jede  der  Summationen  nach  n  aus- 
geführt werden,  indem  man  r  und  r^  durch  ]•  x  und  ^  Xi  ersetzt 
und  die  in  §  26  eingeführten  Greenschen  Funktionen  nach  §  27 
in  die  bilineare  Reihe  entwickelt;   man  erhält,  indem  man  unter 

)'  T 

s  die  kleinere  der  Größen  —  und  —  versteht,  bei  der  Annahme 

r,  r 

H>  ü 

7tK{0,  1) 

(1)  1         1,      >''"i    ,    ^cosm(Ö  —  6ii)r       ,  "»i  —  ü,      X 

für  den  Fall  H  =  0  aber 

%K(0,  1) 

(2)  3    ,   r?-\-r^       l,      rr,    .  i^  cosm(0  — Ö,)  r       i  /      x    . 

m 

Die    hier   erscheinenden   Reihen    summiert  man    mittels    der 
Formeln 

' "  «"•  cos  m  ß 


log  y  1  —  2  a  cos  /i  ~\-  a~  =  —  ^ 

y  ""7"''^  =  Sie  (■«-".-<".  fi^l^^Y 

■'^-^    m  4-  H  \  J    1  —  IV  / 

0 

und  findet  bei  positiven  Werten  von  H 


^(0  1)  _  _L_    ,    J_  lo.  l/ 1  -  2rri  cos  (0- 00 +  >-^r,^ 


w 

wobei  das  letzte  Glied  wegzulassen  ist,  wenn  7/=  oo  gesetzt  wird.  In 
diesem  Falle  erhält  man  die  in  der  Theorie  des  logarithinischen 
Potentials  erscheinende  Greensche  Funktion  der  Kreisfläclie  in 
bekannter  Form.  In  jedem  Falle  verifiziert  man  leicht  die  Glei- 
chungen 

z/oJ^(0,  1)  =  0 

z/i  71(0,  1)  =  0. 
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Wenn  H  =  0  angenommen  wird,  ergibt  sich  ebenso 
Z(0,  1)  =  —  ^  +  ^  \"^  ^''  —  ;^  log  Vi  -  2  rr,  cos  {0  —  (),)  +  f^r^ 


—  j^  log  Vr/  —  2  rr,  cos  (ö  -  ö,) -f  r^, 


2;r 
und  man  erhält  die  Differentialgleichungen 

^,K{i\\)-^=0,       z/j/iiO,  1)  -  1=0, 

die,  da  %  die  Fläche  des  Grundgebietes  bedeutet,  unter  die  in 
§  32  besonders  hervorgehobene  Form  fallen.  Daher  ist  —  -5^(0,  1) 
die  stationäre  Temperatur,  die  von  einer  Quelle  von  der  Ergiebig- 
keit —  1  im  Punkte  1  herrührt,  wenn  gleichzeitig  auf  dem  Grund- 
gebiet für  jede  Flächen-  und  Zeiteinheit  eine  konstante  Wärme- 
menge, etwa  als  ;Joulesche  Wärme  eines  galvanischen  Stroms,  er- 
zeugt wird. 

Die  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  auftretenden  Reihen  kon- 
vergieren übrigens  gleichmäßig  in  jedem  Gebiet  der  Variablen, 
für  das  der  Abstand  der  Punkte  0  und  1  über  einer  festen  Grenze 
bleibt;  denn  die  Reihen 

>;— <  «'"  cos  m  ß        ^s^  «'"  cos  m  ß 

können  als  reelle  Teile  analytischer  Funktionen  aufgefaßt  werden, 
die  regulär  sind,  solange  «  von  1  oder  ß  von  Null  verschieden 
ist  und  a  den  Wert  1  nicht  überschreitet.  Hieraus  folgt  auch, 
daß  in  solchen  Gebieten  die  Reihen  gliedweise  differenziert  werden 
können.  Da  ferner  auch  die  in  §  26  aufgestellten  bilinearen  Ent- 
wickelungen  jedenfalls  in  einem  Gebiet,  in  dem  r  und  r^  nicht 
beide  unendlich  klein  werden  können,  gleichmäßig  konvergieren 
und  gliedweise  differenziert  werden  können,  so  konvergiert  die 
bilineare  Reihe 

m,  n 

in  der  Tat  gleichmäßig  in  einem  Gebiet,  in  dem  der  Abstand  der 
Punkte  0  und  1  über  einer  festen  Grenze  bleibt,  und  kann  in 
diesem  Gebiet  gliedweise  differenziert  werden. 
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§37. 
Die  Greensche  Funktion  auf  der  Kugelfläche. 

Schreibt  man  die  Fouriersche  Differentialgleichung  der  Wärme- 
bewegung im  Räume 


öry  ^  sinö  cO  \  cö/  ^  sin^ö  cco^\ 


dt  \dx-^    '    8//2    '     dz'^ 

in  räumlichen  Polarkoordinaten,  die  mit  den  rechtwinkeligen 
a:,  y,  ^  durch  die  Gleichungen 

X  r=  rcos^, 

y  =  r  sin  ^y  cos  oj, 

z  :=  r  sin  Ö  sin  ra 

verbunden  sind,  so  ergibt  sich  bekanntlich  die  Gleichung 

du  _  a^id_ 

'dt  ~  7^  \dr 

Nehmen  wir  an,  u  sei  von  r  unabhängig,  so  erhalten  wir  eine 
Temperaturverteilung,  bei  der  keine  Wärme  in  radialer  Richtung 
nach  dem  Koordinatenanfangspunkte  hin  oder  von  ihm  wegfließt; 
innerhalb  einer  unendlich  dünnen  Kugelschicht  mit  dem  Zentrum 
r  =  0  bewegt  sich  die  Wärme  also  gerade  so,  wie  wenn  die 
Schicht  von  innen  und  außen  adiathermau  bedeckt  wäre.  Die 
Temperatur  in  einer  solchen  Schicht  oder  auf  einer  isoliert  ge- 
dachten Kugeloberfläche  vom  Radius  1  und  dem  Mittelpunkte 
r  =  0  erfüllt  also  die  Differentialgleichung 

^w  _    2  M       ^   (  •    n  ^\    1        ^       £l!i ! 
dt—''  Uinö  dO  V'""    do)  '^  sin^O  dco'^i' 

deren  rechte  Seite  wir  auch  durch  a'^zfu  bezeichnen  wollen. 

Nach  der  klassischen  Methode  setzt  man 

rr  ^    dT        dT        dO        ^ 

da  dli  dt 

und  findet,  indem  A  eine  unbekannte  Konstante  bedeutet, 

1       'd    /  d0\  1      d^O 

(l)  z/d>  +  A0  =  O,  ^^^(sin^)^)4-^— ^-|-A0  =  O. 

Dabei  ist  A  so  zu  bestimmen,  daß  ^  eine  auf  der  Kugelfläche 
überall  endliche,  stetig  und  eindeutig  bestimmte  Funktion  des 
Ortes  wird. 
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Aus  dieser  Forderung  ergibt  sich  zunächst 

0 

integriert  man  also  die  Gleichung  (1)  nach  co  und  setzt 

2  7t 

0 

so  findet  mau  die  Gleichung 

-^  (sinö^)  +  k'F=0, 


1       d    /         d^^ 


und  diese  muß  eine  für  6  =  0  und  Ö  =  Jr  endliche  Lösung  be- 
sitzen. Das  ist  aber  genau  wieder  das  Randwertproblem  des  §  28, 
und  man  findet  sofort 

A  =  H(n-hl), 

wobei  n  wie  immer  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Außerdem 
kann  offenbar"  noch  k  =  0  und  die  zugehörige  Funktion  (D  einer 
beliebigen  Konstanten  gleichgesetzt  werden. 

Um  nun  zu  einer  Integralgleichung  überzugehen,  bemerken 
wir  zunächst,  daß  für  den  jetzt  durch  z//"  bezeichneten  Ausdruck 
die  Greensche  Gleichung 

(2)  j(M^  -  9^f)ds  =\{f^  -  9  ^)  dl 

gilt,  wenn  links  über  das  Innere  einer  geschlossenen,  sich  selbst 
nicht  schneidenden  sphärischen  Kurve  6,  rechts  über  diese  Kurve 
selbst  integriert  und  durch  jN"  die  äußere  Normale  bezeichnet 
wird.  In  der  Tat  ist  ja  der  Ausdruck  Jf  nichts  anderes,  als  der 
gewöhnlich  so  bezeichnete  Differentialparameter 

in  dem  nur  r  =  1  gesetzt  und  ausgedrückt  wird ,  daß  f  von  der 
Polarkoordinate  r  unabhängig  ist.  Man  kann  daher  die  Greensche 
Gleichung  für  einen  beliebigen  Raum  in  der  Form 

(3)  \^(fj„^,jfyu^^(f^-,j:ILy, 

ansetzen,  indem  man  durch  dt  und  ds  Raum-  und  Obertlächen- 
element  bezeichnet.  Nimmt  man  das  Integrationsgebiet  begrenzt 
von  zwei  Kugeln   r  =  const.,  von  deren  Radien  der  eine  kleiner, 
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der  andere  größer  als  Eins  ist,  und  einer  Kegelfläche  mit  der 
Spitze  )•  =  0,  die  durch  die  Kurve  (^  geht,  so  folgt  die  Glei- 
chung (2)  unmittelbar  aus  der  Greenschen  Formel  (3),  indem  man 
die  Integrationen  längs  der  Radien  ausführt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  den  gesuchten  Kern 
bestimmen,  und  zwar  erklären  wir  ihn  nach  J^  32  als  die  stationäre 
Temperatur,  die  durch  eine  Wärmequelle  und  eine  in  jedem  Ele- 
ment des  Grundgebietes  auftretende,  für  die  Flächen  und  Zeit- 
einheit konstante  Wärmemenge  hervorgerufen  wird.  Wir  suchen 
dann  noch  zu  erreichen,  daß  der  Durchschnittswert  dieser  Tem- 
peratur im  Grundgebiet  verschwindet.  Liegt  die  Quelle  speziell 
im  Punkte  0  =  0,  so  finden  wir  die  'gesuchte  Temperatur  bis 
auf  einen  konstanten  l^aktor  in  der  Größe  K{x^  |)  des  §  28  für 
den  Fall  |  =  1,  also,  wenn  h  und  c  Konstante  bedeuten,  in  dem 
Ausdruck 

61og(l  —  cos  6)  -)-  c. 

Hierdurch  wird  man  veranlaßt,  wenn  die  Wärmequelle  im  Punkte  1 
liegt  und  y  oder  genauer  yoi  der  Winkelabstand  Ol  ist,  den  Ansatz 

^(0,  1)  =  ^^  log  (1  —  cos  y)  -f-  c  =  2  /y  log  sin  -^  +  c  +  6  log  2 

zu  machen;  dabei  ist 

cos  Y  ^=  cos  0  cos  Öl  -j-  sin  0  sin  Oi  cos  (cp  —  q)^). 
Setzt  man  speziell 

i  =  -jL,    ,  =  __L(i_iog2), 

so  folgt  aus  einer  der  Gleichungen  (4)  des  §  28 

JÄ"(0,  l)</So  =  0. 

Ferner  kann  auf  einem  kleinen,  um  den  Punkt  1  beschrie- 
benen Kreise  ^  im  wesentlichen  gesetzt  werden 

^(0,  l)  =  -2^1ogy, 

und  wenn  man  diesen  Kreis  als  Grenze  des  außer  ihm  liegenden 
Restes  der  Kugelfläche  ansieht  und  die  äußere  Normale  dieses 
Gebietes  N  nennt, 

(1K(0,  1)  _      1 
clN       ^  2  7iy 

Verstellt  man  daher  unter  0  eine  beliebige,  in  der  Umgebung 
der  Stelle  1    mit  ihren  Ableitungen   stetige   Funktion   des   Ortes, 
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und  integriert  über  den  Kreis  ^,  so  ergibt  sich 

J  I  clN  ^       ^  (IN  l  2ny         '' 

Die  Greensclie  Formel,  augewaadt  auf  das  bezeichnete  Rest- 
gebiet, ergibt  also,  wenu  inin  ^  uuendlich  abnehmen  läßt,  in  der 
Grenze 

(4)  ^{OAK  —  K/l^)ds=^(^\. 

Jetzt  werde  für  0  eiue  Lösung  der  Gleichung  (1),  d.  h.  der 
Gleichung  ^<B  +  A<P  =  0 

geuommen.  Aus  dieser  ergibt  sich  mittels  der  Greenschen  Formel, 
angewandt  auf  O  und  1  und  das  mshrfach  benutzte  Restgebiet 
als  Integrationsgebiet,  da  das  Linienintegral  verschwindet, 

also,  da  l  von  Null  verschieden  genommen  und  die  für  A  =  0 
erhaltene  Lösung  beiseite  gelassen  wird. 

Anderseits  findet  man  leicht 

also  folgt  aus  der  Gleichung  (4)  die  Litegralgleichung 

(5)  a>l  =  AJX(0,  l)0O.rfs,       A  =  n(w-fl). 

Die  Diskussion  derselben  wird  wesentlich  dadurch  erleichtert, 
daß  nach  der  oben  für  iC(0,  1)  gegebenen  Formel  und  nach  der 
Gleichung  (2)  des  §  29  gesetzt  werden  kann 

<6)  x(o,i)  =  i5:i^;^)^»(™^''»,). 

II  VI/ 

wobei  die  Gleichung 

cos  5^01  ^=  cos  Ö  cos  Öl  -|-  sin  0  sin  Ol  cos  (cp  —  (pi) 
gilt.     Denkt  man   nun  für  einen   Augenblick  den   Punkt  ö  =  0 
in  die  Stelle  1  gelegt,  so  geht  die  Größe  P„(cosyoi)  inP„(cosO) 
über,  ist  also  Lösung  der  Legendreschen  Gleichung,  die  als  spe- 
zieller Fall  der  Gleichung 

z/O  -f-  «(n  -f-  1)0  =  0 
aufgefaßt  werden   kann.     Diese   ist   aber  vom  Koordinatensystem 
unabhängig;  mithin  ist  P„(cosj'oi)  ßi^ß  ihrer  Lösungen  auch  bei 
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beliebiger  Lage  des  Koordinatensystems.  Daraus  folgt  nach  dem, 
was  soeben  gezeigt  ist,  daß  P„(cosyoi)  auch  eine  Lösung  der 
Integralgleichung  (5)  ist,  die  zu  dem  Eigenwert  n{n  -\-  1)  gehört; 
diese  Größe  ist  also  orthogonal  zu  jeder  von  der  Stelle  0  ab- 
hängenden Eigeufunktion  Y^,  die  zu  einem  von  n{n  -4-1)  ver- 
schiedenen Eigenwert  7)1  (wi  -|-  1)  gehört. 

Multipliziert  man  nun  die  Gleichung  (6)  mit  !'„,  so  ist  ihre 
rechte  Seite  gliedweise  über  das  Grundgebiet  integrierbar.  Denn 
legt  man  wieder  für  den  Augenblick  den  Punkt  0  =  0  in  die 
Stelle  1,  so  kann  man  zunächst  nach  ta  gliedweise  integrieren, 
da  diese  Größe  in  der  Reihe  (6)  gar  nicht  vorkommt.  Dann 
aber  kann  man  aus  den  Entwickelungssätzen  des  §  28  die  Formel 

-- 1  "  —  1 

entnehmen.  Daraus  folgt,  daß  die  Reihe  (6),  mit  sinOdO  und 
einer  beliebigen  stetigen  Funktion  vonÖ  multipliziert,  nach  II  glied- 
weise integriert  werden  kann,  womit  das  Behauptete  bewiesen  ist. 
Die  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (6) 
sind  aber  zu  Y„i  orthogonal,  mit  Ausnahme  des  zu  n  =  m  ge- 
hörigen ;  somit  fallen  rechts  alle  Glieder  weg  mit  einer  Ausnahme 
und  man  erhält 


^   r„.p„,(cos>'oi)f^-^- 


in  (m 

(7) 

_J__(üL±iI 

2  TT  m{m  -\- 

Wäre  übrigens  der  Eigenwert,  zu  dem  1',,.  gehört,  überhaupt  nicht 
in  der  Form  n(n  -j-  l)  enthalten,  so  erhielte  man  rechts  überall  0, 
also  die  Gleichung 

^K{0,l)Y,,ds  =  0, 

so  daß  y„,  keine  Eigenfunktion  des  Kerns  im  Sinne  der  stets 
geltenden  Definition  wäre.  Damit  ist  gezeigt,  daß  die  Zahlen 
n{n  -\-  1)  die  einzigen  Eigenwerte  der  Integralgleichung  (5)  sind. 
Die  Gleichung  (7)  aber  zeigt,  daß  die  zu  einem  bestimmten 
Eigenwert  gehörigen  Eigenfunktionen  der  Gleichung  (5)  Lösungen 
einer  besonderen  Integralgleichung  sind  und  als  solche  alle  zu 
demselben  Eigenwert  gehören.  Der  Kern  dieser  Gleichung  läßt 
sich  nach  einer  elementaren  Formel  aus  der  Theorie  der  Legendre- 
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sehen  Polynome,  dem  sogeüaimten  Additionstheorem  der  Kugel- 
funktioneo,  iu  folgender  Form  darstellen: 

Pm(cOSyoi)   =  PmX.P,nXi 
.^-^   {7)1  V)l    ij»  T>-  /  X 

+  2^  (ni~{-vy.  -^'n.r.P..^i.cosv((jp  —  (pi); 

dabei  ist  gesetzt 

-  (P  P    r  fP  P   r 

Pix  =  {\-  x-^f  ^Lpll  =  sinVj  '-^^4^  • 
^  ^       dx*  dx* 

Setzt  man  diesen  Wert  von  P,„  (cos  j^oi)  in  die  spezielle  Inte- 
gralgleichung (7),  so  sieht  man,  daß  r,„,  d,  h.  die  allgemeinste 
zum  Eigenwert  ?»(>»  +  1)  gehörende  Eigenfunktion  jder  Glei- 
chung (5),  als  lineares  Aggregat  der  2  m  -\-  1  Größen 

(8)  F„i X,     Pm x.sinvcp,     P'„ x . cos r 9,     1/  =  1,  2,  . . .  wi 

dargestellt  werden  kann.  Diese  sind  sämtlich  spezielle  Größen  Y,n', 
in  der  Gleichung 

01  =  m(m  +  1)J0O.Z(O,  l)ds 

gehören  also  zum  Eigenwert  m{in  -f- 1)  genau  2tn  -}- 1  linear 
unabhängige  Eigenfunktionen,  eben  die  Größen  (8),  die  nur  noch 
nicht  normiert  sind. 

Man  erhält  die  normierten  Funktionen  mittels  der  auf  ele- 
mentarem Wege  aus  der  Legendreschen  Differentialgleichung 
folgenden  Gleichungen 

J       ^  ^  2  w  -}-  1  (n  —  V) ! 

—1 

und  der  bekannten  Formeln 

2,1  2/r 

I  cos^  vcp  dtp  ^    sin2 v(p  d cp  =  tt. 

0  ü 

Man  sieht  aus  diesen  Formeln,  daß  man  setzen  kann 

wenn  g)„o,  (pnu  •■■  qPn,2n  die  zum  Eigenwerte  n{n  -f-  1)  gehörigen 
normierten  Eigenfunktionen  sind.  Dividieren  wir  beiderseits  durch 
An  =  n(n  -\-  1)  und  summieren  über  die  Werte  n  ^^  1,  2,  ...,  so 
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erhalten   wir   die  bilineare  Formel   der  Gleichung  (6)   zufolge    in 
folgender  Gestalt: 

_  J.  [l„g(,  _  cos,.,)  +  1  -  log2J  =2  2  ^^i!^- 

§  38. 
Wärmeleitung  in  der  Tollkugel. 

Bei  der  dreidimensionalen  Wärmebewegung  in  einer  Vollkugel 
gilt  die  Randbedingung 

IN  +  ^^^  =  ^' 
wobei  N  die  äußere  Normale,  h  eine  positive  Konstante  bedeutet. 
Die  Fouriersche  Differentialgleichung   transformiert  sich  dann  in 
die  schon  in  §  37  gebrauchte  Form 

-—7  =  a^zJu 
ot 

a^\  d   /  .du\    ,       1       S   /  •    n8M\    I        1      S'w] 


r2[ör\     crj    '     sin^^c^V  '06/    '     sin^Oda^]' 

wobei  r,  0,  a   wie   am  angeführten  Orte   die   sphärischen  Polar- 
koordinaten bedeuten.     Setzen  wir 

dV 

so  ergibt  sich  für  V  die  Gleichung 

^  r  +  AF=  0 
und  die  Randbedingung 

ilr    ^ 
Substituieren  wir  ferner] 

^  =  cosO,      V=RSl&, 
wobei  jeder  Faktor  eine  Funktion  der  durch  den  entsprechenden 
kleinen  Buchstaben   bezeichneten  Variablen   allein   ist,   so   erhält 
man  die  Gleichungen 


(PB         2  dB        (         m{m^\\ 

(^  -  ^^)  ^  -  2  ^  ^  +  r  ^"  +  '^  -  r^^O  "^  = '' 

+  n-^il  =  0, 


rf20  ^        (10 

dx 

d^Sl 
da^ 
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wobei  durch  m  und  n  Konstante  bezeichnet  sind.  Für  diese  aber 
ergibt  sich  leicht,  daß  sie  eine  ganze  Zahl  sein  müssen,  die  dann 
offenbar  positiv  genommen  werden  können.  Für  n  folgt  dies 
daraus,  daß  Sl  notwendig  nach  dem  Argument  co  die  Periode  2  jr 
haben  muß,  für  »i  daraus,  daß  die  zweite  Gleichung,  da  sie  durch 
die  Substitution 

0  =  (l  _  x'-f  %^ 

aus  der  Legendreschen  abgeleitet  werden  kann,  nur  dann  ein  an 
den  Stellen  a;  =  4: 1  endliches  Integral  besitzt,  wenn  n  eine  ganze 
Zahl  ist.     Dieses  Integral  ist  dann 

^  ^      dx*" 

Da  nun  auch  II  an  der  Stelle  r  =  0  endlich  sein  muß, 
lehrt  die  für  diese  Größe  erhaltene  Differentialgleichung,  daß  man 
bis  auf  einen  konstanten  Faktor 

setzen  kann,  die  Eigenwerte  g^  oder  k  werden  durch  die  Gleichung 
dB 


ür 


r  =  \ 


=   0,       QJln^l.iQ)  +   {h   —   \)Jm  VvAq)  =   0 


bestimmt,  die  positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung  mögen  durch 
^m  +  i/«,  ii  ^m  +  Vs,  2,  •••  bezeichnet  sein.  Die  Wurzel  A  =0  führt 
zu  einer  identisch  verschwindenden  Funktion  R. 

Die  Eigenfunktionen  sind  also,  wenn  ^2  =  A,„^.  y^,«  gesetzt  wird, 

F'Lx.r-  'li  /„,;  + 1/^  (p  r)  cos  ^  M,       P",  a: .  >—  ''i  j;„  +  y,  (q  r)  sin  ^  co ; 

dabei  sind  für  (i  die  Werte  0,  1,  ...  2m  zu  nehmen,  so  daß  im 
ganzen  2  m  -\-  l  Eigenfunktionen  zu  einem  Eigenwert  gehören. 

Um  sie  zu  normieren,  hat  man  ihr  Quadrat  mit  — r^drdxda 
zu  multiplizieren,  über  den  Raum  der  Kugel  zu  integrieren  und 
durch  die  Quadratwurzel  des  erhaltenen  Integrals  zu  dividieren. 
Das  auszurechnende  Integral  ist  also 

in         1  +1 

Au  =  jdoj  [rdr^dx^PinX .Jm^y^igr)  cosillw]^ 

0  0  —1 

oder  derselbe  Ausdruck,  in  dem  cos  durch  sin  ersetzt  ist.  Be- 
rücksichtigen wir  die  in  §  37  gebrauchte  Formel 
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f '/  ,rp"  ^.,  _  0>^  +  fi)!  2__ 

J        1-    "    J    ""  ("<  — fi)!  2m +  r 
—  1 

und  setzen  wir 

0 

80  erhalten  wir 

(m  4-  u)!       TT        ,, 

Dasselbe  ergibt  sich,  wenn  sin  fx  w  durch  cos  /u.  o  ersetzt  wird. 

Auf  Grund   dieses  Resultats   können  wir  die   bilineare  Reihe 
bilden,  deren  Glieder  vom  Typus 

cpO .  (pl 


2 


sind,  wobei  im  Zälder  über  alle  zum  Eigenwert  X  gehörigen  nor- 
mierten Eigenfunktionen  summiert  wird.  Man  erhält  so  den 
Ausdruck 

wobei  (p  durch  die  Gleichung 

(p  =  F„,x.F„,Xj^.{m  -|-  l) 

=  ("*  +  2)^m(cosyoi) 
und  ^01  durch  die  Gleichung 


cosj^oi  =  xx^  -|-Vl  —  x'^^l  —  xfcos{(p  —  cpi) 

definiert   ist.     Die   bilineare  Reihe   geht   hiermit   in  folgende  Ge- 
stalt über: 

Nach   den    Formeln  in  i;  27   ist   nun  die  Summation   über  n 
sofort  durchzuführen.     Man  erhält  unter  der  Voraussetzung 

Ä  — i>0,      r<r, 
die  Gleichung 
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^         A„,  +  V2, .. ^».  +  Vs, n  2  m  +  1  1  Vn /  ^     '^  J 

(rri)"'  +  '/2 

'        >H  -f-  /i 
t*  }' 

Ist  >•  >>  /•, ,  SO  ist  —  durch  —  zu  ersetzen.    Hiernach  wird  für  den 
ri  r 

Fall  y  <i  r\  die  bilineare  Reihe  folgenden  Wert  erhalten: 

^'(0.  1)  =  I^S  I  ,^.  -  ('■'■.)•"  +  ^^  (»■'■O-j  J'..(C08n,)- 

Diese  Reihe  summiert  sich  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln 


1 


0,  CO 


yi  —  2ax  -]-  a'^ 


^  P™.x.«'", 


0,  00 

1  _  «2  ^^  (2m4-l)P,„:r.a-  +  2^ 


(yi  —  2az  +  «2)' 


I 


0,  00 


Speziell  erhält  man  für  den  Fall  h  =^  co,  also  für  die  Rand- 
bedingung 

F=  0 
die  Gleichung 

^(0,  1) 

=  ±  r         '  -  '  1 

4 TT  Ly^-2  _  2  r Vi  cos  y Ol  +  »"f^        Vi  —  2  rrj  cos  ^oi  4~  ^^*"r'- 
Dieser  Ausdruck  ist  die  in  der  Elektrostatik  auftretende  gewöhn- 
liche Greensche  Funktion   des  Vollkugelraumes.     Im   Falle   eines 
endlichen  positiven  Wertes  von  h  erscheint  noch  das  Glied 

r 

(1  —  r^r{)r''-^dr 


4  ^  J  y  1  —  2  r  rj  cos  yoi  +  ^^  ''f 

^  31). 

Entwickelung  der  quellenmäßigen  Funktionen 

nach  Eigenfunktionen. 

Um  bei  den  in  diesem  Abschnitt  eingeführten  Integral- 
gleichungen die  den  früher  erhaltenen  analogen  Sätze  über  die 
Darstellung   willkürlicher   Funktionen    und    die    bilineare    Formel 

Kne 8 er,  Integralgleichungen.  jj 
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abzuleiteu,  beginnen  wir  mit  der  Bemerkung,  daß  in  den  bisher 
betrachteten  Fällen  das  Integral 

J7f(0,  lyds 

existiert  und  auf  dem  Grundgebiet  eine  stetige  Funktion  der 
Stelle  1  ist.  Zunächst  nämlich  sieht  man  leicht  ein,  daß  die 
Integrale 

jlogi-rf.,,      l  {los  ^Jds 

dem  absoluten  Werte  nach  unter  endlichen  von  der  Stelle  1  un- 
abhängigen Grenzen  liegen.  Erstreckt  man  sie  nur  über  die 
Fläche  eines  Kreises  r^o  =  «  und  führt  in  dessen  Innern  r^i  und 
einen  Winkel  w  als  Polarkoordinaten  mit  der  Stelle  1  als  Zentrum 
ein,  so  hat  man 

d  s  =  /'oi  </>'oi  dco 

zu  setzen  und  zu  berücksichtigen,  daß  die  Integrale 

X  X 

j  X log xdx,       \x (log xy  d X , 

0  0 

in  denen  x  -^  a  ist,  unter  einer  mit  «  unendlich  abnehmenden 
Schranke  liegen.     Da  nun 

^(0, 1)  =  2^  log  ^  +  ^m  1) 

gesetzt  werden  kann,  wobei  J/(0,  1)  als  Funktion  der  Stelle  0  im 
Grundgebiet  ausnahmslos  stetig  ist,  so  ist  durch  die  obigen  Be- 
merkungen die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen. 

Ebenso  ist  auch  in  einem  dreidimensionalen  Grundgebiet  das 
Integral 

J7v(0,  \)Ulx, 

wenn  A'(0,  1)  wieder  eine  Greensche  Funktion  ist,  eine  stetige 
Funktion  der  Stelle  1,  was  leicht  daraus  folgt,  daß  man 

(/  T  =  r^,  f/r,(|  da 

setzen  kann,  wenn  d6  das  Element  einer  Kugelfläche  vom  Radius 
Eins  ist. 

Wir  halten  im  folgenden  die  Bezeichnungen  des  ebenen  Grund- 
gebietes fest;  die  Untersuclning  ist  aber  allgemeinen  Charakters 
und  setzt  zunächst  nur  voraus,  daß  das  Integral 

j/f(0,  lyds 
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in  dem  Sinne,  wie  es  soeben  für  die  Greenschen  Funktionen  nach- 
gewiesen ist,  endlich  sei.  A  fortiori  gelten  die  abzuleitenden 
Resultate  für  stetige  und  stückweise  stetige  Kerne. 

Das  wichtigste  Werkzeug  der  Untersuchung  ist  die  Schwarz- 
sehe Ungleichung,  die  folgendes  aussagt.     Die  Integrale 

(1)  [v'^ds^       ivivds,       \w^ds] 

seien  endlich  und  bestimmt.     Dann  gilt  die  Ungleichung 

[jvwrfs]^  ^  {v^dsAw^ds; 

denn  sind  p  und  q  reelle  Konstante,  so  ist  die  quadratische  Form 

p^  iv^d s  -\-  2pq  ivwds  -\-  q'^  \  iv^ d s  =  {{P^  -\-  quyds 

niemals  negativ,  woraus  jene  Ungleichung  unmittelbar  folgt. 

Jetzt  sei  g)„  ein  System  von  normierten  zu  einander  ortho- 
gonalen Eigenfunktionen  des  Kerns  X(0,  1);  dabei  werde  all- 
gemein 

«n  =  ^fO.(pn0.ds, 
ferner 

V     =    K{0,     1),  IV    =    ^    Cly  (fy  0 

V 

gesetzt  und  unter  v  irgend  eine  endliche  Menge  von  Werten  n 
verstanden.     Dann  existiert  das  Integral 

^   ^v^ds  =  ji^(0,  lyds 

und  ist  eine  stetige  Funktion  der  Stelle  1. 
Ebenso  hat  das  Integral 

i;M;t?s  =2  ciy     K{0,  l)q)yOds  =2  ~A~ 

einen  endlichen  Wert  und  dasselbe  gilt  offenbar  von 

iiv^ds, 

sobald  nur  die  Koeffizienten  «,  endlich  sind.  Dazu  reicht  es 
hin,  daß  die  Funktion  fO  im  Gruudgebiet  stückweise  stetig  ist; 
nichts  hindert  aber  auch 

(2)  fO  =  Z(0,  2) 
zu  setzen,  da  dann  die  (ileichung 

(Pv2 


«^=    A. 


11^ 
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folgen  würde.     Auch  wäre  dann  die  Größe 

{{foyds 

endlich.  •' 

Man  kann  daher  die  Schwarzsehe  Ungleichung  anwenden  und 
erhält  aus  ihr  die  Beziehung 

oder,   da   die  Eigenfunktionen  (p,  orthogonal  und  normiert   sind, 
und  hieraus  die  Gleichung 


folgt, 
(3) 

(4) 


C^aycp,0\  ds  =2"*'' 
(dsK(0,  l)^a,cp,0  ^^  ^a^  fz(0,  lyds, 


ÜrffAY 


^^y^^a?\K(0,iyds. 
Anderseits  gilt  offenbar  die  Beziehung 


[(/O  —^'i^cp.oyds^  0, 


aus  der  wiederum  auf  Grund  der  soeben  benutzten  Eigenschaften 
der  Funktionen  qp,  folgt 

[(/■0)2./.s^2a- 
*  > 

daraus  ergibt  sich,  daß  die  unendliche  Reihe 

1, » 

konvergiert,  und  zwar  auch   bei   der  Annahme  (2),  und   die  Un- 
gleichungen (3)  und  (4)  ergeben 


{dsK{o,i)^cu(p,o\  ^  y  {(foyds{K{0,iyds, 


(5) 


2^|^|/f(/"o)^rf.sjj:(o,i)^./s 


Man  kann  dies  Resultat  auch  in  folgender  Weise  aussprechen. 
Greift  man  aus  einer  der  beiden  nur  scheinbar  verschiedenen  un- 
endlichen Reihen 
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(6)  ^uAK{0,\)cp,,0.ds,       2t^9"'1 

J  ^n 

n  "  n 

eine  beliebige  ecdlicbe  Arzabl  Ton  Gliedern  beraus,  so  liegt  die 
Summe  dieser  Glieder  dem  absoluten  Petrage  nacb  unter  einer 
festen  Schranke,  die  von  der  "Wahl  der  herausgegriffenen  Glieder 
unabhängig  ist. 

Aus  dem  erhaltenen  Resultat  folgt  zunächst,  daß  die  Eeihen 
(6)  absolut  konvergieren.  Denn  man  halte  die  Stelle  1  fest  und 
betrachte  die  Glieder,  die  dann  positiv  ausfallen.  Da  die  Summe 
beliebig  vieler  von  ihnen  unter  einer  festen  Schranke  liegt,  so 
bilden  sie  in  ihrer  Gesamtheit  eine  konvergente  Reihe.  Dasselbe 
gilt  aber  offenbar  von  den  negativen  Gliedern,  mithin  auch  von 
deren  absoluten  Beträgen;  damit  sind  die  Reihen  (6)  als  absolut 
konvergent  erwiesen.  Für  ihren  Wert  ergibt  die  rngleichung  (5), 
angewandt  auf  die  Gesamtheit  der  positiven  und  die  Gesamtheit 
der  negativen  Glieder  die  Beziehung 


(7) 


■^  an  (jP»l 


^  2  y  j  (foyds^K{0,  lyds. 


Ferner  konvergieren    die  Reihen  (6)  aber  auch  gleichmäßig. 
Denn  in  den  Ungleichungen  (3)  und  (4)  kann  die  Summe 

2 "-, 

da  die  Reihe 

1,  00 


konvergiert,  dadurch  beliebig  klein  gemacht  werden,  daß  die 
Zeiger  v  über  einer  gewissen  Grenze  v^  gehalten  [werden;  dann 
liegt  die  Summe  beliebig  vieler  positiver  Glieder  der  Reihen  (6), 
deren  Zeiger  über  Vq  bleiben,  ebenfalls  dem  [absoluten  Betrage 
nach  unter  einer  beliebig  kleinen,  von  der  Stelle  1  unabhängigen 
Schranke,  ebenso  die  Summe  beliebig  vieler  negativer  Glieder; 
damit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  in  dem  Sinne  erwiesen,  daß 
die  absoluten  Werte  der  Glieder  der  Reihen  (6)  eine  gleichmäßig 
konvergente  Reihe  bilden. 

Bei  der  Annahme  (2)  findet  man,  wie  schon  bemerkt, 

(p..2 
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und  die  betreffs  der  Reihen  (6)  erhaltenen  Resultate  zeigen,  daß 
unter  den  geltenden  Voraussetzungen  die  Reihe 

cpnO.cpn  2 


s 


AJ? 


gleichmäßig  konvergiert,  also  im  besonderen  für  alle  in  §  31 
definierten  Kerne.  Ein  noch  spezielleres  Resultat  ist  offenbar, 
daß  diese  Reihe  bei  stetigen  Kernen  stets  im  Grund- 
gebiet gleichmäßig  konvergiert. 

Nimmt  man  ferner  an,  die  Gleichung 

X(0,1)  =  ^^^1^^ 

sei,  wie  wir  es  für  eine  Anzahl  wichtiger  Einzelfälle  getan  haben, 
bewiesen,  und  ihre  rechte  Seite  konvergiere  absolut  und  gleich- 
mäßig, wenn  die  Stelle  1  festgehalten  wird  und  der  Abstand  r^o 
über  einer  positiven  Konstanten  (i  bleibt,  so  findet  man  zunächst 

(8)  f^(0,  I)f0.ds=^^^f0.cp,,0.ds. 

Ersetzt  man  sodann  fO  außerhalb  des  Kreises  r^o  =  a  durch 
Null,  so  erhält  man  wiederum  eine  im  Grundgebiet  stückweise 
stetige  Funktion;  die  Reihe 

(9)  2^j/'0.'P..0../s 

kann  daher  als  spezieller  Fall  der  Reihen  (6)  angesehen  werden 
und  ist  absolut  konvergent,  und  die  Beziehung  (7)  ergibt 


2  -^J  fO.(Pn0.ds  <  2|/J  (fO)^ds  I  7v(0,  lyds. 

Die  rechte  Seite  dieser  Ungleichung  wird  mit  a  unendlich 
klein;  man  kann  daher  aus  der  Gleichung  (8),  indem  man  rechts 
die  Reihe  (9)  hinzufügt,  folgern 

(10)  {K(0,l)f0.ds=^^^f0.cp,,0.ds+  £, 

wobei 

lim  £  =  0 , 

a  =  o 


§40.  Mehrdimensionale   Probleme.  167 

und  das  unbestimmte  Integralzeichen  sich,  wie  stets,  auf  das  Grund- 
gebiet bezieht.     Da  nun  aber  auch  die  Gleichung 

limf^(0,  l)fO.  ds  =  I  ^(0,  l)f0.ds 

gilt,  so  ergibt  die  Gleichung  (10) 

{K(0,])fQ.ds=^^{f0.cp,0.ds. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  unter  den  jetzt  geltenden  Voraus- 
setzungen, also  z.  B.  für  die  in  den  §§  33  bis  38  behandelten  Fälle 
jede  quellenmäßige  Funktion  nach  den  Eigenfunktionen 
zu  entwickeln  ist.  Nach  §  32  gilt  dies  also  auch  von  jeder 
Funktion,  die  im  Gruudgebiet  mit  ihren  ersten  Ableitungen 
stetig  ist,  die  Randbedingungen  der  betreffenden  Greenschen 
Funktion  erfüllt,  und  stückweise  stetige  Ableitungen  zweiter 
und  dritter  Ordnung  besitzt. 

§40. 
Hilfssätze  über  Tertauschung  von  Integrationen. 

Um  die  erhaltenen  Resultate  auf  Grundgebiete  von  beliebiger 
Gestalt  zu  übertragen,  werden  wir  hauptsächlich  davon  Gebrauch 
machen,  daß  aus  der  Integralgleichung 

<pl  =  AJZ(0,  l)(p0.c/s, 

indem  man  mit  K{\,  2)  multipliziert,  die  Gleichung 

[z(l,2)9)l.f7si=-5^  =  A  ("1^(1,2)71(0,  l)cp0.dsds,, 

folgt,  die  mit  der  Bezeichnung 

JK{0,\)Kil,2)ds,  =K{0,2) 

auch  in  der  Form 

(1)  (p2  =  A2J^2(0,  2)(p0.rfs 

geschrieben  werden  kann;  die  Größe  K^  bezeichnen  wir  als   den 
iterierten  Kern. 

Hier  ist  aber  die  Reihenfolge  zweier  Integrationen  vertauscht, 
während  der  Integrand  auf  dem  Integrationsgebiet  unendlich  wird; 
es  ist  also   zu   untersuchen,   ob  die  durchgeführte  Operation  be- 
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rechtigt  ist.  Um  dies  einzusehen,  gehen  wir  davon  aus,  daß  bei 
den  in  §  31  eingeführten  Kernen  die  (Jrölie 

i^(0,  1)=-Ä'(0,l)7i:(l,2).<;p0 

unendlich  wird,  wenn  die  Stellen  0  und  1,  die  bei  der  Integration 
das  Grundgebiet  durchlaufen,  zusammenfallen  oder  eine  von  ihnen 
in  die  Stelle  2  rückt.  Diese  umgebe  mau  mit  einem  beliebig 
kleinen  Kreis  fg;  scheidet  man  ihn  aus  dem  Grundgebiet  6  aus, 
so  bleibe  i^a  übrig.  Dies  Gebiet  teile  man  in  Elemente,  die  nach 
Belieben  durch  ^s  oder  ^s,  bezeichnet  werden  und  deren  Aus- 
dehnung in  jeder  Richtung  unter  einer  festen  Grenze  (/  bleibe, 
die  beliebig  klein  fixiert  sei.  In  jedem  Element  ^s  werde  ein 
Punkt  0,  in  jedem  Element  z/,s^,  ein  Tunkt  1  fixiert,  und  die 
Summen 

Über  alle  Stellen  0  oder  1  erstreckt,  für  die  die  Beziehung 

(2)  »-Ol  >  <i 

gilt.     Diese  Summen  gehen  in   der  Grenze  über  in  die  Integrale 

in  denen  durch  621  und  (^20  d^r  Rest  des  Gebietes  i^^  bezeichnet 
ist,  der  übrig  bleibt,  wenn   ein   mit  dem  Radius  a  um  1  oder  0 
beschriebener  Kreis  ausgeschieden  wird;  offenbar  ist  der  Integrand 
jedes  dieser  Integrale  im  Integrationsgebiet  endlich  und  stetig. 
Nun  besteht  die  Gleichung] 

^^s,^'F{0,l)^s=^zfs^'F{Oa)^s,, 

da  beide  Seiten  die  Summe  aller  Elemente  i*  (0,  l)z/sz/Si  dar- 
stellen, in  denen  die  Beziehung  (2)  gilt.  Läßt  man  daher  die 
Dimensionen  der  Elemente  z/  abnehmen,  so  ergibt  sich 

(8)  jrfsi  \F(0,  \)ds  =  jdsJF{(),  \}ds,. 

(S2        (Sgl  (&i      y») 

Hier  können  die  inneren  Integrationsgebiete  durch  ßj  ersetzt 
werden.  Sind  inämlich  620  und  (^21  die  um  die  Mittelpunkte  0 
und  1  mit  dem  Radius  a  l)e8chriel)enen  Kreisflächen,  so  liegt 
die  Größe 

JF(0,  l)r7s 
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unter  einer  von  der  speziellen  Lage  der  Stelle  1  unabhängigen 
Grenze,  die  mit  a  unendlich  abnimmt.  Dies  geht  daraus  hervor, 
daß  man 

|F(0,l)|<^log-l 

'Ol 

setzen  kann,  wobei  Ä  eine  von  0  und  1  unabhängige  positive 
Konstante  bedeutet;  das  Integral 

log  —  ds 
J         »-Ol 

hat  aber  offenbar  die  bezeichnete  Eigenschaft,  da  es  leicht  durch 
a  ausgedrückt  werden  kann.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von 
dem  Integral 

\F{0,l)ds,. 

Hieraus  folgt,  daß  auch  die  absoluten  Werte  der  Größen 
ffZsi  fF(0,  l)fZs,      jf?sji^(0,  l)rfsi 

mit  a  unendlich  [abnehmen.  Addiert  man  sie  zu  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (3),  so  ergibt  sich 

(4)  j(isi  ji^(0,  \)ds  =\ds^F{0,  l)rfsi, 

(£2  (Ss  (Sg       tig 

da  beide  Seiten  dieser  Gleichung  sich  nur  um  eine  mit  a  un- 
endlich abnehmende  Größe  unterscheiden. 

Da  ferner  die  (xrösse  jP(0,  1),  wenn  eine  der  Stellen  0  und  1 
in  die  Lage  2  rückt,  wie  log^oj  oder  logr^  unendlich  wird,  so 
folgt,  daß  auch  die  Integrale 

ji-XO,  l)r/.s,      JF(0,l)(?s, 

h  h 

mit  dem  Radius  des  Kreises  fg  unendlich  abnehmen. 
Die  Integrale 

\F{0,\)ds,      \F{Q,\)ds, 

nähern  sich  daher  den  endlichen  Grenzwerten 
\F{Q>,\)ds,      JF(0,  l)fZs,, 

wenn  der  Kreis  tg  unendlich  abnimmt.  Von  diesen  Werten  ist 
als  Funktion   der   Stelle  1    der   erste,   als   Funktion   der  Stelle  0 
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der  zweite  auf  dem  ganzen  Gebiet  (S  endlich  und  stetig,  so  daß 
auch  die  Integrale 

j  clSi  j  F(0,  1)  ds,      j  ds  j  F{0, 1)  dsi 

mit  dem  Radius  des  Kreises  fa  gegen  die  Grenze  Null  konver- 
gieren. Man  kann  daher  in  der  Gleichung  (4)  beiderseits  das 
innere  wie  das  äußere  Integrationsgebiet  durch  (5  ersetzen,  und 
erhält  so  die  gewünschte  Gleichung 

j'(/s,  ji'XO,  l)ds  =  ^ds  ^F{0,l)dsi. 

(4  (S  (i         li 

Die  Bedingungen,  unter  denen  diese  Gleichung  gilt,  können 
noch  verallgemeinert  werden.  Zunächst  ist  die  vorausgesetzte 
Produktform  der  Größe  F(0,  1)  unwesentlich;  es  kommt  nur 
darauf  an,  daß  die  Singularitäten  die  vorausgesetzten  sind,  wobei 
anstatt  der  Stelle  2  auch  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  der- 
selben Beschaffenheit  zugelassen  werden  können. 

Die   benutzten   Eigenschaften   der  Funktion  log  —   kommen 

**oi 

ferner  auch  der  Funktion  —  selbst  zu,  da  auch  das  Integral 

ds 


Cds^ 


unter  einer  mit  a  unendlich  abnehmenden,   von  1    unabhängigen 
Grenze  liegt.     Daraus  folgt,  daß  z.  B.  auch,  wenn 

7<'(0,  1)=  ^r(0,2)O(l,  3)  ^ 

gesetzt  wird  und   die  Faktoren   rechts  entweder   wie  log  -;—  oder 

—  und  wie  log  —   oder  ^-  unendlich  werden,   die  Integrations- 

folge  vertauscht  werden  kann. 

Wenn  ferner  das  Grundgebiet  ein  räumliches  ist  und  ds  dem- 
gemäß durcii  ein  Raumelement  dt   ersetzt   wird,   so   bleiben   die 

durchgefübrten  Betrachtungen  gültig,  wenn  die  Größen  log  —  und 

—  durch  —  und  —  ersetzt  werden;  denn  auch  die  Integrale 
r  r  »-2 


C  dz         C  dt 


liegen  unter  Grenzen,  die  von   1  unabhängig  sind  und  mit  a  un- 
endlich abnehmen. 
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§41. 
Iterationen  unstetiger  Kerne. 

Auf  Grund    der   erhaltenen   Hilfssätze    können   wir  zunächst 
die  Gleichung  (1)  des  §  40 

(pl  =  /l2JiC2(0,  l)(p0.ds 

als  völlig  gerechtfertigt  auch  für  die  in  §  31  eingeführten  Kerne 
ansehen;  sie  zeigt,  daß  die  Eigenfunktionen  q)0  auch  als  solche 
zu  dem  Kern  K-  mit  den  Eigenwerten  k-  gehören;  der  Kern  K'^ 
ist  aber  stetig.  Eine  weitere  Folge  der  durchgeführten  Ent- 
wickelung  ist,  daß  die  in  §§  3  und  8  abgeleiteten  Sätze  über 
Integralgleichungen  auf  die  in  §  31  eingeführten  Kerne  über- 
tragen werden  können,  da  die  dort  vorkommenden  Vertauschungen 
von  Integrationen  jetzt  gerechtfertigt  sind.  Speziell  kann  man 
auch  den  Begriff  des  vollständigen  Systems  auf  die  bezeichneten 
Kerne  übertragen,  und  die  am  Ende  des  §  39  erhaltenen  Entwicke- 
lungen  willkürlicher  Funktionen  sind  von  der  Fourierschen  Art. 
Ist  ferner  t/^O  eine  Eigenfunktion  des  Kerns  K^^  so  daß 

^1  =  ^^K^iO,  l)tO. eis, 

wobei  /x  eine  Konstante  bedeutet,  so  ist  von  den  Ausdrücken 

(1)  ß\  =  ipl  ±\'ii^E{0,l)iPO.ds 

mindestens  einer  nicht  identisch  gleich  Null;  es  sei  dies  z.  B. 
der  mit  dem  positiven  Vorzeichen  gebildete.  Dann  folgt  die 
Gleichung 

02  —  ^2 


0  2 


-\-  V|[i  [Z2(0,  2)t^'0.fZs 


die  Größe  6  gehört  also  als  Eigenfunktion  zum  Kern  K{0, 1),  und 
da  dieser  nach  §  31  nur  reelle  Eigenfunktionen  und  Eigenwerte 
besitzt,  muß  die  Größe  fi  positiv  sein. 

Wenn  nun  einer  der  Ausdrücke  (1)  identisch  verschwindet, 
so  sieht  man,  daß  t  auch  eine_Eigenfunktion  des  Kerns  ^"(0,  1) 
ist,  die  zu  dem  Eigenwert  +  \ ^  gehört.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  erhält  man  2  j/;  1  dargestellt  als  Summe  zweier  Eigenfunktionen 
des   Kerns   K  (0,  1),    die  zu   den   Eigenwerten  -|-  \ ^   und   —  \' u 
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gehören.  Ein  vollständiges  normiertes  ürthogonalsystem  des  Kerns 
A'(0,  1)  enthält  also  in  den  linearen  Kombinationen  der  zu  dem- 
selben oder  entgegengesetzten  Eigenwerten  gehörigen  Eigeni'unk- 
tionen  alle  Eigenfunktionen  des  Kerns  K^^  und  kann  daher  auch 
als  vollständiges  normiertes  System  dieses  Kerns  aufgefaßt  werden^ 
wobei  nur  die  zu  entgegengesetzten  Eigenwerten  gehörigen  Eigen- 
funktionen als  demselben  Eigenwert  bezüglich  des  Kerns  K^  zu- 
gehörig zusammenzufassen  sind. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  zu  dem  Kern  A'-  gehörige  bi- 
lineare Reihe  einfach  die  Reihe 

^-^  yO  .  y  1 

ist,  in  der  über  die  Eigenfunktionen  eines  vollständigen  Ortho- 
gonalsystems des  Kerns  K  summiert  wird.  Da  nun  diese  Reihe 
nach  §  39  gleichmäßig  konvergiert,  so  ergibt  die  Argumentation 
des  §  8  auf  Grund  des  als  bewiesen  vorausgesetzten  Existenz- 
theorems des  §  4.5  sofort 

(2)  irMO,l)=S^^- 

Diese  an  sich  bemerkenswerte  Gleichung  wollen  wir  zu  dem 
Nachweis  benutzen,  daß  eine  im  Grundgebiet  stetige  Eunktion  /"O, 
wenn  alle  Gleichungen 

jV0.«^„0.c/s  =  0 

gelten,  auch  die  Identität 

(3)  \K{0,\)f0.ds  =  Q 

erfüllt.  In  der  Tat  folgt  aus  dieser  Annahme  auf  Grund  der 
(jleichung  (2),  da  man  rechts  gliedweise  integrieren  darf, 

\K''{<d,  l)f0.ds  =  0 
oder 

I  /O  .  (/ .s  j  K  (0,  2)  7i  (2,  ^)(^S2  =  0 

oder,  wenn  man  die  Integrationen  vertauscht,  was  nach  v^  40  er- 
laubt ist,  und 

(4)  F2  =jfO.K{0,2)ds 
setzt, 

JF2.A'(2,  1)6? Sa  ^  0. 
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Multipliziert  man  mit  f\  und  integriert  nochmals,  so  erhält 
man  die  Grleichung 

lYl.dSi  \F2.K{:2,\)ds^  =  0, 

in  der  wiederum  nach  §  40   die  Integrationen   vertauscht   werden 
können ;  so  ergibt  sich 

JF2.ds,JKi2,  \)fl.ds,  =^{F2yds,  =  0, 

und  hiermit  ist  die  behauptete  Identität  (3)  in  der  Form 

F2  =  0 
•erwiesen. 

Weiterkann  jetzt  bewiesen  werden,  daß  jede  quellenmäßig 
darstellbare  Funktion  nach  den  Eigenfunktionen  cpO  auf 
die  Fouriersche  Weise  entwickelt  werden  kann.  Denn 
-wird  eine  solche  Funktion  durch  die  Gleichung  (4)  definiert,  in 
der  sogar  allgemeiner  als  in  §  32  unter  fO  eine  beliebige  im 
Grnndgebiet   stetige  Funktion   verstanden   werden   kann,   und  ist 

1,   00 

n 

die  Fouriersche  Entwickelung  der  Funktion  FO,  so  ist  diese  nach 
§  39  im  Grundgebiet  gleichmäßig  konvergent.  Somit  folgt,  wenn  man 

1,00 

gO  =  FO—^a„(pnO 

»] 
setzt, 

(5)  j  (p„,O.^O.ds  =  \(pmO.FO.ds  —  a^  =  0, 
woraus  sich  nach  dem  soeben  erhaltenen  Satze  die  Gleichung 

(6)  \K{0,l)^-0.ds  r=  0 

ergibt. 

Die  Gleichung  (5)  führt  nun  zu  folgender  Transformation: 

{(l^Oyds  =  [3fO.{[z(0,  l)fl.ds,  -  ^  a,.(jP„0J  ds 

=  (ds^O.\^K{0,l)fl.ds,-; 

vertauscht  man  auch  hier  nach  §  40  die  Integrationen,   so  findet 
man  auf  Grund  der  Gleichung  (6) 

{{^•Oyds  =  [rfsi./"l. [^(0,1)5-0. ds  =  0,      F0=  2  an<)P«o, 
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womit  das  Behauptete  erwiesen  ist.  Die  erhaltene  Reihe  konver- 
giert nach  §  39  im  Grundgebiet  gleichmäßig  und  ahsolut;  aus 
diesen  Resultaten  kann  nach  §  13  die  Schmidtsche  Formel  zur 
Auflösung  der  nicht  homogenen  Integralgleichung  abgeleitet 
werden,  da  die  dort  angewandten  Schlüsse  nicht  erfordern,  daß 
der  Kern  endlich  sei. 

Die  bisherigen  Entwickeluugen  dieses  Paragraphen  bleiben 
offenbar  gültig,  wenn  man  ds  und  log(l;riü)  durch  dt  und  l/rj^, 
das  ebene  Grundgebiet  durch  ein  räumliches  ersetzt;  gelten  doch 
die  Sätze  des  §  40  über  die  Vertauschung  der  Integrationen  für  beide 
Fälle  gleichmäßig.  Aber  mehr  noch:  von  den  Eigenschaften  der 
Greenschen  Funktionen  sind  in  diesem  Paragrai^hen  nur  die  Sin- 
gularitäten benutzt;  die  erhaltenen  Resultate  gelten  also  für  alle 
Kerne,  die  nur  in  derselben  Weise  wie  die  Greenschen  Funktionen 
unendlich  werden  und  a  fortiori  für  Kerne,  die  im  Gruudgebiet 
stetig  bleiben. 

Beschränken  wir  uns  wieder  auf  die  Greenschen  Funktionen 
als  Kerne,  so  folgt  beiläufig  aus  der  Gleichung  (2),  daß  die 
Anzahl  der  Eigen funktionen  unendlich  ist.  Denn  wäre 
sie  endlich,  so  könnte  man  auf  beide  Seiten  der  erhaltenen  Glei- 
chung die  Operation  z/  anwenden.  Es  ergäbe  sich  dann  auf  der 
rechten  Seite  eine  im  Grundgebiet  stetige  und  endliche  Funktion 
der  Stellen  0  und  1,  während  man  links  die  Größe  ^K^(0,l) 
erhielte.  Nun  ist  der  iterierto  Kern  K^  von  der  Natur  eines 
Potentials,  wie  es  am  Schlüsse  des  §  30  betrachtet  ist,  und  damit, 
obwohl  die  Dichtigkeit  unendlich  wird,  die  Poissonsche  Gleichung 
erfüllt.  Sieht  man  daher  X(0,  1)  als  die  Dichtigkeit  an  der 
Stelle  0  an,  so  findet  man  die  Gleichung 

^^2(0,  i)  =  _^(0,l), 

deren  rechte  Seite  unendlich  wird,  wenn  die  Stellen  0  und  1  zu- 
sammenfallen. Das  wäre  unmöglich,  wenn  die  biliuenre  Reihe 
des  Kerns  K'^  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestünde. 
Weiter  sieht  man  leicht,  daß  eine  Funktion  /"O,  die  mit  ihren 
ersten  Aljleitungen  im  Grundgebict  stückweise  stetig  und  zu  allen 
Eigenfunktionen  orthogonal  ist,  identisch  verschwindet.  Denn 
eine  solche  Funktion  erfüllt  die  Gleichung  (3),  auf  deren  linke 
Seite  man  nach  §  32  die  Poissonsche  Formel  anwenden  kann; 
man  erhält  so  die  Gleichung 

z/ 1^(0,  l)f0.ds  =  —  /'O  =  0. 
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Sodann  sei  noch  erwähnt,  daß  auf  Grund  der  Schmidtschen 
Formel  für  eine  ebene  Membran  von  beliebiger  Gestalt  die  Theorie 
der  erzwungenen  Schwingungen  in  derselben  Weise  entwickelt 
werden  kann,  wie  es  im  dritten  Abschnitt  für  Saiten  geschehen  ist. 

Endlich  wissen  wir  nach  §  32,  daß  jede  Funktion  quellenmäßig 
dargestellt  werden  kann,  die  die  Raudbedingungen  der  Eigen- 
funktiouen  erfüllt,  mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist  und 
stückweise  stetige  Ableitungen  zweiter  und  dritter  Ordnung  be- 
sitzt; in  den  ausgearteten  Fällen  ist  ein  konstanter  Summand  bei- 
zufügen. Eine  solche  Funktion  ist  also  nach  den  Eigen- 
funktionen auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelbar,  die 
zu  einer  der  Greenschen  Funktionen  alsKern  der  Integral- 
gleichung gehören. 

§42. 
Entwickelung  unstetiger  Funktionen. 

Auf  Grund  des  erhaltenen  Resultates  lassen  sich  auch  Ein- 
sichten darüber  gewinnen,  inwiefern  unstetige  Funktionen  oder 
solche,  die  unstetige  Ableitungen  besitzen,  und  die  Randbedin- 
gung der  Greenschen  Funktion  nicht  erfüllen,  nach  den  Eigen- 
funktionen eines  Kerns  entwickelt  werden  können.  Diese  Sätze 
sind  allerdings  von  speziellerem  Charakter  als  die  bisher  erhaltenen 
und  beziehen  sich  nur  auf  den  Fall,  daß  die  bilineare  Formel  in 
gewissem  Sinne  gilt  und  daß  die  Eigenfunktionen  in  Faktoren 
zerfallen,  deren  jeder  nur  von  einer  einzigen  Variablen  abhängt 
und  als  Eigenfunktion  eines  auf  ein  eindimensionales  Grundgebiet 
bezüglichen  Kerns  angesehen  werden  kann. 

Wir  beschränken  uns  auf  Gebiete  von  zwei  Dimensionen,  in 
denen  der  Kern  Ä'(0,  1)  unstetig  wird  wie  — (l/27r)  logroj. 

Sei  dl  das  Element  einer  im  Grundgebiet  verlaufenden  Kurve  L, 
in  welchem  der  Punkt  0  liegt,  N  die  Normale,  die,  wenn  die  Kurve 
geschlossen  ist,  nach  außen  gericlitet  sein  soll.  Die  Richtungen  N 
und  N'  seien  einander  entgegengesetzt.  Dann  hat  von  den  Integralen 


'•o^ö'- 


Ol  =  {(U.f0.K(0,l),       0l=\(ll.fO 


(IN 

L 


das  erste  die  Eigenschaften  des  logarithmischen  Potentials  einer 
einfach  belegten  Linie,  das  zweite  ist  im  wesentlichen  das  Poten- 
tial einer  doppelt  belegten  Linie.  Dabei  muß  die  Funktion  fO 
längs   der   Kurve  L   mit   ihrer  ersten  Ableitung   stetig   sein  und, 
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falls  die  Kurve  L  nicht  geschlossen  ist,  sondern  im  Rande  des 
Grundgebietes  endigt,  in  diesem  verschwinden.  Das  Integral  (P 
bietet  daher,  wenn  der  Punkt  1  die  Kurve  L  passiert,  für  die  in 
normaler  Richtung  gebildete  Ableitung  die  aus  der  Potential- 
theorie bekannte  Unstetigkeit  dar: 
dO\        (101  _ 

TN^  +  TTNi  —  ~~  i^- 
Das  zweite  Integral  ist  selbst  in  der  Weise  unstetig,  daß  die  Glei- 
chungen 0.  ^  01  _  1^1^       0_  =  01  +  Ifl 

bestehen;  dabei  sollen  0„  und  0»  die  Grenzwerte  bedeuten,  denen 
sich  die  Größe  0  annähert,  wenn  man  von  der  Seite,  nach  der 
die  Richtung  N  hinweist,  oder  von  der  entgegengesetzten  Seite 
gegen  den  der  Kurve  angehörigen  Punkt  1  heranrückt.  P'erner  ist 
ohne  weiteres  ersichtlich,  daß  beide  Größen  0  und  0  außerhalb 
der  Linie  L  im  ganzen  (irundgebiet  dieselben  Eigenschaften 
besitzen  wie  die  quellenmäßigen  Funktionen,  insbesondere,  daß  sie 
die  Randbedingungen  der  Greenschen  Funktion  erfüllen. 
Wenn  nun  die  bilineare  Formel  gilt  und  die  Reihe 

n 

gleichmäßig  konvergiert,  sobald  der  Abstand  der  Stelle  0  von  der 
festen  Stelle  1  über  einer  festen  positiven  Grenze  bleibt,  so  kann 
man  in  dem  Integral  0  gliedweise  integrieren  und  erhält  die 
Größe  0 1  nach  den  Eigenfunktionen  (p»  1  entwickelt;  doch  gilt 
diese  Entwicklung  zunächst  nur  außerhalb  der  Unstetigkeitslinie, 
in  der  die  Punkte  0  und  1  zusammenfallen.  Man  hat  also  eine 
spezielle  Funktion  entwickelt,  deren  Ableitungen  in  der  Kurve  L 
die  oben  angedeuteten  Unstetigkeiten  besitzt. 

In  den  von  uns  näher  untersuchten  Fällen  der  §§  34  und  36 
ist  ferner  aucli  die  bilineare  Reihe  gliedweise  differenzierbar  in 
dem  Sinne,  daß  die  erhaltenen  Reihen  in  demselben  Gebiet 
gleichmäßig  konvergieren  wie  die  bilineare  Reihe  selbst.  Man 
kann  also  auch  für  0  eine  Entwickeluiig  nach  den  Eigenfunk- 
tionen erhalten,  also  für  eine  Funktion,  die  an  der  Kurve  L 
selbst  unstetig  ist.  Auch  liier  bleibt  zweifelhaft,  ol)  und  in  wel- 
chem Sinne  die  Entwickeluiig  in  der  Unstetigkeitslinie  selbst  gilt. 

Es  muli  noch  festgestellt  werden,  ob  die  erhaltenen  Ent- 
wickelungen  Fouriersche  sind  in  dem  früher  definierten  Sinne^ 
daß  also  z.  B.,  wenn 
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01  =  2  a„(jPnl 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

Un  =  {'^0  .(pnO.ds 

besteht.     Davon  überzeugt  man   sich  leicht  auf  folgende  Weise. 
Man  hat  zunächst  unmittelbar  die  Gleichung 

On  =  \fO-  —, —  d  l 

.1  f^n 

L 

Setzt  man  hier  ein 

so  folgt 

an=\d1J0.JK{0,  2)(pn2.ds,. 

L 

Schließt  man  nun  aus  dem  Grundgebiet  einen  beliebig  schmalen, 
die  Kurve  L  umschließenden  Streifen  aus  und  bezeichnet  den 
Rest  durch  li',  so  kann  man  setzen 

j^(0,  2)(p„2.(/s2  =JK{0,2)cp,,2.ds,  +  £, 

und  e  liegt  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  Grenze,  die 
mit  der  Breite  des  ausgeschlossenen  Streifens  unendlich  abnimmt 
und  von  der  Stelle  0  unabhängig  ist.     Hieraus  folgt 

a„  =  f'-f  jf/Zo/'O.  fZ(0,  2)  Tn  2.(^82, 

wobei  e'  eine  Größe  von  derselben  Beschaffenheit  wie  £  bedeutet. 
Hier  können  die  Integrationen  vertauscht  werden,  so  daß  man 
erhält 

a„  =  a'  -\-^d.^,.(p„2.jfO.K{0,2)dk, 

(S'  L 

und  da  das  Integral 

jfO.K{0,2)dlo 

l 
den  Charakter  eines  Linienpotentials  liat,  also  als  Funktion  der 
Stelle  2  im  ganzen  Grundgebiet  stetig  ist,  so  kann  man  in  dem 
letzten  für  a„  gegebenen  Ausdruck  li'  durch  li  ersetzen,  ohne 
daß  das  Integral  sich  um  mehr  als  einen  Betrag  s"  ändert,  der 
wiederum  die  Beschaffenheit  der  Größe  e  besitzt.  So  erhält  man 
die  Gleichung 

K  n  e  3  e  r ,  IntegralgleichungeD .  J  2 
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a„  =  £'-f  £"  ^\dSo.(pn2.lfO.K{0,2)dlo 

h  L 

oder,  da  s'  und  a"  beliebig  klein  gemacht  werden  können, 

L 

womit  die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  ist. 

Genau  in  derselben  Weise  läßt  sich  der  entsprechende  Nach- 
weis für  die  Reihe  &  führen,  indem  auch  bei  Funktionen  von  der 
Art  der  Größe  dK/dN  die  Integrationen  vertauscht  werden 
können. 

Der  Nutzen,  den  mau  aus  den  Funktionen  O  und  0  ziehen 
kann,  wenn  man  allgemeinere  Arten  von  Funktionen  nach  den 
Eigenfunktionen  entwickeln  will,  beruht  auf  folgender  Erwägung: 
F  sei  eine  beliebige  Funktion  des  Ortes  im  Grundgebiet,  die  an 
der  Kurve  L  eine  unstetige  normale  Ableitung  besitzt,  so  daß  die 
Gleichung 

dF       _dF___ 
^^■>  dN  ^  diV'  -       '^ 

besteht.  Die  Funktion  /"O  sei  wie  oben  mit  ihrer  ersten  Ab- 
leitung längs  der  Kurve  L  stetig  und  verschwinde  am  Rande  des 
Integrationsgebietes,  wenn  dieser  von  der  Kurve  L  erreicht  wird. 
Im  übrigen  erfülle  die  Funktion  F  die  Bedingungen,  unter  denen 
man  sie  nach  §  41  nach  den  Figenfunktionen  entwickeln  kann. 
Dann  hat  die  Differenz  F —  O,  die  selbst  stetig  ist,  im  ganzen 
Grundgebiet,  auch  auf  der  Kurve  L  stetige  erste  Ableitungen 
und  stückweise  stetige  zweiter  und  dritter  Ordnung  und  erfüllt 
ebenso  wie  die  Größen  0  und  S  die  Randbedingungen  der  (ireen- 
schen  Funktion.  Mithin  sind  für  die  Differenz  F  —  O  sämtliche 
Bedingungen  erfüllt,  unter  denen  sie  nach  §  41  auf  die  Fouriersche 
Weise  entwickelt  werden  kann.  Da  nun  dasselbe,  wie  gezeigt,  von 
O  gilt,  so  ist  auch  die  Funktion  F  in  der  gewünschten  Weise 
entwickelbar;  nur  ])lcibt  das  Verhalten  der  darstellenden  Reihe 
in  der  Unstetigkeitslinie  L  zweifelhaft. 

Man  hat  so  gewissermaßen  der  quellenmäßigen  Funktion 
F  —  0  eine  besondere,  auf  die  Fouriersche  AVeise  entwickelhare 
Funktion  0  angefügt,  welche  die  gewünschte  Singularität  der 
ersten  Ableitung  hervorruft. 

In  ähnlicher  Weise  kann  nun  mittels  der  Funktion  0  auch 
eine   entwickelhare  Funktion   hergestellt  werden,   die   selbst   eine 
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gegebene  Unstetigkeit  besitzt.     Wäre  F  in  der  Kurve  L  unstetig, 

so  daß  die  Gleichung 

(2)  lu  -  I\  =  -  fO 

besteht  und  fO  dieselben  Eigenschaften  besitzt  wie  zuvor,  so  wäre 
die  Differenz  F  —  0  im  Grundgebiet  quellenmäßig  darstellbar, 
also  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelbar  und  dasselbe  würde 
wie  von  0  so  auch  von  der  gegebenen  Funktion  F  gelten,  wenn 
diese  außerhalb  der  Kurve  L  überall  die  Eigenschaften  der  quellen- 
mäßigen Funktionen  besitzt. 

Da  nun  ferner  in  ähnlicher  Weise  Unstetigkeiteu ,  die  in 
mehreren  Kurven  L  vorhanden  sind,  durch  Subtraktion  mehrerer 
entsprechend  gebildeter  Ausdrücke  0  oder  &  wegzuschaffen  sind, 
80  ist  folgender  Satz  bewiesen:  Die  Funktion  F  sei  in  be- 
liebig vielen  Kurven  L,  die  entweder  geschlossen  sind 
oder  das  Grundgebiet  von  einem  Randpunkte  zum  anderen 
durchsetzen,  sich  gegenseitig  aber  nicht  schneiden,  un- 
stetig, so  daß  Gleichungen  von  der  Form  (2)  bestehen. 
In  einem  anderen  System  von  Kurven  L\  das  dieselben 
Eigenschaften  wie  das  System  L  aufweise,  seien  die  nor- 
malen Ableitungen  der  Funktion  F  unstetig,  so  daß 
Gleichungen  von  der  Form  (1)  bestehen.  Außerhalb  der 
Linien  L,  L'  habe  die  Funktion  F  stetige  erste  Ablei- 
tungen und  stückweise  stetige  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung, und  sie  erfülle  die  Randbedingung.  Alsdann  ist 
die  Funktion  jf' auf  die  Fouriersche  Weise  nach  den  Eigen- 
funktionen entwickelbar,  wobei  aber  der  Wert  der  erhal- 
tenen Reihen  in  den  Kurven  L  und  L'  zweifelhaft  bleibt. 

Mit  diesem  Satze  ist  das  Problem  der  Entwickelung  nach 
den  Eigenfunktionen  für  die  Fälle  erledigt,  in  denen  keine  Rand- 
kurven vorhanden  sind,  wie  z.  B.  für  die  in  §  37  behandelte 
Wärmebewegung  auf  der  Kugelfläche;  die  nach  den  erhaltenen 
Sätzen  darstellbaren  Funktionen  dürften  für  alle  Anwendungen, 
die  in  der  mathematischen  Physik  vorkommen,  allgemein  genug  sein. 

§43. 
Die  Werte  Fourierscher  Reihen  in  Unstetigkeitsstellen. 

Um  nun  festzustellen,  wie  sich  die  erhaltenen  Fourierschen 
Reihen,  insbesondere  die  für  cp  und  6)  geltenden,  in  den  Unstetig- 
keitslinien  selbst  verhalten,  gehen  wir  von  folgender  Voraussetzung 

12* 
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aus,  die  in  den  meisten  der  oben  behandelten  Einzelfälle  erfüllt 
ist.  Jede  Eigenfunktion  eines  zweidimensionalen  Grundgebiets 
sei  als  Produkt  von  der  Form 

(pmX.'^„y,      w,  n  =  1,  2,  ... 

darstellbar;  die  Funktionen  (p^x  seien  Eigenfunktionen  eines  auf 
ein  lineares  Grundgebiet  .\'  bezüglichen  Kerns  und  so  beschaffen, 
daß  jede  in  diesem  Gebiete  mit  ihren  ersten  beiden  Ableitungen 
stückweise  stetige  Funktion  nach  den  Eigenfunktionen  (p^x  ent- 
wickelt werden  kann;  die  erhaltene  Reihe  gebe  in  einer  Unstetig- 
keitsstelle  das  arithmetische  Mittel  der  Grenzwerte,  denen  die 
Funktion  zustrebt,  wenn  man  sich  dieser  Stelle  von  oben  oder 
unten  annähert.  Dieselbe  Beschaffenheit  bezüglich  eines  linearen 
Gebietes  '})  der  Größe  y  habe  das  Funktionensystem  '^y.  In- 
dem man  nötigenfalls  an  Stelle  von  x  eine  passend  gewählte 
Funktion  dieser  Größe  als  Argument  einführt,  und  für  y  die  ent- 
sprechende Operation  vollzieht,  sei  bewirkt,  daß  ds  =  dxdy  und 
daß  die  Gleichungen 

^{(pmxydx  =^(^,yydy  =  1,    jds{(pmX  .^y)''  =  1 

.«  3) 

zusammen  bestehen,  in  deren  letzter  über  das  zweidimensionale 
Grundgebiet  integriert  wird.  Endlich  werde  noch  festgesetzt,  daß 
die  Unstetigkeitsliiiie  L  jeder  Linie  x  =  const.  oder  y  ^=  const. 
nur  eine  endliclie  Anzahl  von  Malen  begegne. 

Auf  Grund  dieser  Voraussetzungen  kann  man  die  in  §  42  ein- 
geführte Funktion  0  oder  0{x,  y)  in  folgender  Weise  entwickeln. 
Es  sei 

«mn  =j^{x,  y)(pmX.'^ny-ds  =  ^ d X .  (p,nX ^ ^ [x,  y)Vny dy, 

dann  kann  man,  da  O  (x,  y)  im  Grundgebiet  stetig  ist,  die  Inte- 
grationen vertauschen  und  erhält 

(1)  a„,,.  =jdy'^„yj(l>{x,  y)(p„,x.dx  =  jo^y .'^„y .dy, 

wobei  gesetzt  ist 

(2)  ^„,  y  =j(t>{x,y)(p^x.d x. 

Da  nun  diese  Größe  eine  stetige  Funktion  von  y  ist,  ihre  Ab- 
leitungen aber  nach  der  neuen  betreffs  der  Linien  L  eingeführten 
Voraussetzung   stückweise   stetig   sind,   so   kann   man  sie  auf  die 
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Fouriersche  Weise  nach  den  Funktionen  ^j/  entwickeln  und  man 
erhält  dann  der  Gleichung  (1)  zufolge  die  Formel 

(3)  ^mij   =  2   a,nnWny- 

n 

Da  ferner  0{x,  y)  als  Funktion  von  x,  wenn  man  y  festhält, 
ebenfalls  mit  den  ersten  beiden  Ableitungen  auf  dem  Gebiete  H 
stückweise  stetig  ist,  so  kann  man  nach  den  Eigenfunktionen 
(pmX  entwickeln  und  erhält  auf  Grund  der  Formeln  (2) 

(4)  O {x,  y)  =^  0,^y .  <jp„,a:, 

m 

und  der  Gleichung  (3)  zufolge  die  schon  bekannte  Gleichung 

(5)  CD  (x,  y)  z=^  (pmX^  a„,nVny- 

m  n 

Die  Reihe  (4)  stellt  nun  aber  die  Funktion  O  auch  in  den  Un- 
stetigkeitsstellen  der  nach  x  genommenen  Ableitung,  also  auf  der 
Kurve  L  richtig  dar;  dasselbe  gilt  daher  auch  von  der  Reihe  (5). 
Die  Fouriersche  Entwickelung  der  Größe  O  gilt  somit 
auch  in  der  Unstetigkeitslinie  L  bei  einer  gewissen  An- 
ordnung der  Glieder. 

Um  analoge  Betrachtungen  für  die  in  §  42  eingeführte  Größe 
0  =  0  (;r,  ?/)  anzustellen,  setzen  wir 

^mn  =J0(p,nX.qJ;,y.ds  =  j  d  X .  (fmX  j  ©  (x,  y)Tf;,y  (l  y , 

und  finden,  da  0  {x,  y)  im  Grundgebiet  stückweise  stetig  ist, 
t>mn  =jdy.'^,yj&(x,  y)(p„,xdx; 

ferner  sei 

0„,y  =J0 {x,  y) (pmX . dx. 

Dann  erhält  man,  analog  den  Formeln  (3)  und  (4),  die  Gleichungen 

(6)  0my  =^^mnWny^ 

n 

(7)  0  {x,  y)=^(p,^x.  0„.  tj. 

m 

Das  Verhalten  dieser  Reihe  auf  der  Kurve  L  ist  leicht  zu  über- 
sehen; wird  nämlich  die  Kurve  L  in  irgend  einem  Funkte  von 
der  Linie  y  =  const.  durchsetzt,  so  ist  der  Wert  der  Reihe  nach 
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den  geltenden  Voraussetzungen  auf  der  Linie  L 
0{x-O,  y)-f  @(a;-f  0,  y) 
2 
oder  auch 

(8)  ?4^; 

diese  beiden  Ausdrücke  fallen  zusammen,  weil  bei  der  soeben 
eingeführten  Voraussetzung  eins  der  Gleichungssysteme 

besteht.  Da  nun  die  Reihe  (7)  der  Gleichung  (6)  zufolge  der  Reihe 

d.  h.  der  Fourierschen  Reihe  für  die  Größe  &  in  einer  gewissen 
Anordnung  gleich  ist,  so  hat  auch  letztere  auf  der  Linie  L,  sofern 
diese  sich  nicht  mit  der  Linie  y  =  const.  berührt,  den  Wert  (8). 

Hieraus  schließt  mau  leicht,  daß  auch  die  im  vorigen 
Paragraphen  abgeleiteten  Fourierschen  Reihen  für  un- 
stetige Funktionen  F  in  den  Unstetigkeitslinien  bei 
einer  gewissen  Anordnung  der  Glieder  den  Wert  ^{Fi-\- F„) 
ergeben,  wenn  nicht  etwa  an  der  betrachteten  Stelle  längs  der 
Linie  L  das  Differential  il  y  verschwindet.  Denn  die  Funktion  F 
wurde,  indem  man  einige  Funktionen  O  und  0  von  ihr  abzog, 
in  eine  quellenmäßige  verwandelt,  so  daß  ihre  Fouriersche  Ent- 
wickelung  in  den  Linien  L  sich  wie  die  der  Größen  0  und  0 
verhält. 

Um  endlich  auch  Funktionen  auf  die  Fouriersche  Art  zu  ent- 
wickeln, die  die  Randbedingung  der  Greenschen  Funktion  nicht 
erfüllen,  nehmen  wir  an,  diese  Funktion  verschwinde  überall  am 
Rande  des  Grundgebietes.  Sind  dann  die  Gebiete  .V  und  'Jj  die 
Strecken  von  a:  =  0  bis  :r  =  «  und  von  y  =  0  bis  y  =  h,  so 
gelten  die  Gleichungen 

qPmO   =   Cp,nU    =^0   =   ^^  =   0. 

Trotzdem  gibt  es  unter  den  geltenden  Voraussetzungen  Reihen 
von  der  Form 

die  die  Randbedingung  nicht  erfüllen.  Da  offenbar  die  Größe  ^0 
stets  verschwindet,  ist  das  so  zu  verstehen,  daß  der  Grenzwert  J  (+  0) 
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von  Null  verschieden  ist;  man  denke  nur  an  die  bekannte  Reihe 

n  —  X         .         ,    sin  2  a;    1 
— 2 —  =  8ina;H ^ 1 ' 

die  das  geschilderte  paradoxe  Verhalten  zeigt. 

Seien  also^^-^a;,  ^2^  nach  den  Funktionen  g?,,,^  entwickelbare 
Funktionen  von  x,  die  im  Gebiet  .^  mit  ihren  ersten  beiden  .\b- 
leitungen  stetig  sind,  stückweise  stetige  dritte  Ableitungen  haben 
und  die  Gleichungen 

(9)  dl  (+  0)  =  ^2  (<'  -  0)  =  1,  ö-i  (aj-  0)_=  Ö-2  (-4-  0)  =  0 
erfüllen.  Ebenso  seien  die  Funktionen  ^-^  y ,  5'2  V »  für  die  ent- 
sprechende Stetigkeitseigenschaften  im  Gebiet  'T)  angenommen 
seien,  nach  den  Funktionen  qJ^^y  entwickelbar,  und  mögen  die 
Gleichungen 

(10)  -^(+0)  =g;(6-0)  =  l,  lf,{b -0)  =  J,{-^0)  =  0 
bestehen.  Dann  ist  es  möglich,  eine  nach  den  zweidimensionalen 
Eigenfunktionen  q),nOC.q^ny  entwickelbare  Funktion  zu  bilden,  die 
im  Innern  des  Grundgebietes  mit  ihren  Ableitungen  erster  und 
zweiter  Ordnung  stetig  ist,  stückweise  stetige  Ableitungen  dritter 
Ordnung  besitzt  und  am  Umfang  des  Grundgebietes  gegen  eine 
beliebige  P'unktion  des  Ortes  auf  der  Umfangslinie  konvergiert. 
Diese  Funktion  sei  je  nach  der  Lage  des  unabhängig  veränder- 
lichen Punktes  auf  dem  einen  oder  anderen  Teil  der  Umfangs- 
linie etwa  W{x,  0),  ^F{a,  y\  W{x,  6),  «F(0,  y). 

Wir  setzen  dann  mit  konstanten  Koeffizienten  a,  b  folgende 
Gleichungen  an: 

^f(x,   0)   =   fl-''   +   «lO-l^   +   «2  1^2^» 

^(0,  y)  =Jiy  +  «ifi2/  +  «2^2^, 
^(«,  y)  =  üy  -{-  ^ö-i y  -f  h^^y- 

Mit  den  hierdurch  definierten  Funktionen  f,  f  bilden  wir  den 
Ausdruck 

^  {^\  y)  =  fi  *■  •  5l  2/  +  f 2  ^  •  ^2  2/  +  Ti  2/  •  5i  '^'  +12«/-  5-2  X 
und  suchen   nun  die  Konstanten  a,  h  so  zu  bestimmen,  daß  am 
Rande   des   Grundgebietes   die   Größen  W  und  Sl   überall   gleich 
werden,  d.  h.  daß  die  Beziehungen 

(12)  '/«"(x,  0)  =  i^(a:, -f  0),       W{x,h)  =  il{x,  h  —  iS), 

(13)  »P-(ü,  y)  =  Sl  (+  0,  y),       'F{a,  y)  =  £1  («  -  0,  y) 
gelten. 
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Nun  ergeben  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  folgende  Beziehungen 
Sl(x,  -f  0)      =  fi^  +  ]7(+0).5i:r  +  R+0).g,a;, 
Sl(jc,  b  —  0)  =  \,x  -f  l{b  -  0)jy,x  +  \,{b-0).%,x, 
Si (-h  0,  y)     =Uy-\-  f,  (+  0)  i^,y-\-  f,  (+  ü) g, t/,  _ 
Sl{a  —  0,  y)  3=  f^y  +  fj(a  -  0)5,y  +  U{a  —  0)^,y. 

Die  Gleichungen  (12),  (13)  sind  also  erfüllt,  wenn  diese  Ausdrücke 
den  Gröüen  (11)  gleich  sind,  d.  h.  wenn  folgende  Gleichungen  be- 
stehen 

«1  =  fj(+o),      «,  =  f;(-[-o), 

(14)  &i  =  ti(&-0),      b,  =  \,{b  —  0), 

«;i  =  fi(4-o),     «,  =  t,(+o), 

^  =  fi(«  — 0),     b,  =  U{ct  —  o). 
Die  rechten  Seiten   dieser  Gleichungen  kann   man  aber  aus  den 
Beziehungen  (11),  die  als  Definitionen  der  Funktionen  f,   f  anzu- 
sehen sind,  bestimmen;  berücksichtigt  man  die  Gleichungen  (9)  (10), 
so  ergibt  sich  aus  dem  System  (11) 

W(0,  0)  =  r,  (+  0)  +  a, ,  W{0,  b)  =  u  (+  0)  +  ^ , 

^(«,  0)  =  U{a  —  0)  +  a„  -^Pia,  b)  =  u{a  -  0)  i-  b,, 

W{0,  0)  =  f,  (+  0)  +  ä, ,  '/>  (0,  b)  :^  t^(i  _  0)  +  77^, 

W{a,  0)  =  U{+  0)  +  b,,  W(a,  b)  =  u{b  -  0)  +  b,. 

Die  Gleichungen  (14)  und  damit  auch  die  Gleichungen  (12),  (13) 
sind  also  erfüllt,  wenn  folgende  Beziehungen  gelten: 

^(0,  0)  =  ü,  +  «, ,  »F(0,  ft)  =  77,  +  b, , 

^(a,  0)  =  6,  +  «2,  'J'ici,  l^)  =  b,-i-  b,, 

^(0,  0)  =  a,  +  77, ,  W{0,  b)  =  b,+  3, 

'P  (a,  0)  =  u,  +  6, ,  W{a,  b)  =  b, -\- b,. 

Man  erhält  so  nur  vier  Bedingungsgleichungen,  die  offenbar  von 
den  acht  Größen  a,  b  immer  leicht  erfüllt  werden  können,  und 
die  gewünschten  Gleichungen  (12),  (13)  nacli  sicli  ziehen. 

Jetzt  nehmen  wir  an,  die  Funktionen  '^"(0,  ^),  '/''(a,  ?/), 'F(x,  0), 
^(Xi  b)  seien,  je  nachdem  ./;  oder  y  in  ihnen  vorkommt,  nach 
den  Funktionen  (p,nX  oder  (p^y  auf  die  Fouriersche  Weise  ent- 
wickelbar. Dann  gilt  dasselbe  von  fi ,  f,  1  fi  1  f2  und  damit  auch 
von  Si{x,  y).  Man  hat  also  auf  dem  zweidimensionalen  Grund- 
gebiete eine  nach  den  Figenfunktionen  fortschreitende  Reihe,  die 
den  Randbedingungen  der  Greenschen  Funktion  widerspricht,  und 
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sich  den  Randwerten  der  sehr  allgemeinen  Funktion  ^(.r,  //) 
annähert,  wenn  das  unabhängige  Wertsystem  (ir,  y)  gegen  ein  dem 
Rande  angehöriges  heranrückt. 

Habe  nun  ^{x,  ij)  die  Eigenschaften,  die  am  Schluß  des 
§  42  von  der  dort  durch  F  bezeichneten  mit  Ausnahme  der  auf 
die  Randwerte  bezüglichen;  dann  hat  die  Differenz  W  —  Sl  voll- 
ständig den  Charakter  der  dort  durch  F  bezeichneten  Funktion, 
ist  also  auf  die  Fouriersche  Weise  entwickelbar.  Dasselbe  gilt 
aber  von  £1  wegen  der  von  den  Funktionen  %,  g-  geforderten  Stetig- 
keitseigenschaften ,  mithin  auch  von  W  (^x,  y)  selbst.  Damit  ist 
jedenfalls  für  die  in  diesem  Paragraphen  betrachtete  spezielle  Rand- 
bedingung gezeigt,  daß  in  dem  Schlußresultate  des  §42  die 
Forderung,  die  Funktion  F  erfülle  die  Randbedingung, 
weggelassen  werden  kann;  die  Funktion  bleibt  dann  auf  die 
Fouriersche  Weise  nach  den  Eigenfunktionen  entwickelbar. 

Hat  man  eine  beliebige  Randbedingung  der  Greenschen  Funk- 
tion auferlegt,  so  gilt  die  durchgeführte  Argumentation  in  leicht 
modifizierter  Gestalt. 


Fünfter  Abschnitt. 
Existenztheoreme  und  das  Dirichletsche  Problem. 


§  44. 
Allgemeine  Theorie  der  Iterationen. 

Wir  gehen  dazu  über,  die  allgemeine  Theorie  der  Integral- 
gleichungen um  einen  wesentlichen  Schritt  zu  fördern  und  zu 
zeigen,  daß  jeder  stetige  symmetrische  Kern  mindestens  eine 
Eigenfunktion  besitzt.  Dadurch  wird  die  schon  einige  Male  be- 
nutzte allgemeine  Argumentation  des  §  8  den  noch  fehlenden 
festen  Grund  gewinnen ;  die  mit  ihrer  Hilfe  gewonnenen  Resultate 
werden  natürlich  im  folgenden  nicht  benutzt. 

Die  Buchstaben  a*,  ?/,«,.. .,  die  als  Variable  eingeführt  werden, 
mögen  Punkte  eines  Grundgebietes  von  beliebig  vielen  Dimen- 
sionen, dx,  dy,  du...  die  Elemente  dieses  Gebietes  bedeuten; 
jedes  unbestimmte  Integralzeichen  bedeute  die  Integration  über  das 
Grundgebiet.  Durch  K(x^  y)  werde  eine  im  Grundgebiet  stetige, 
in  den  Stellen  x  und  ?/  symmetrische  Funktion  derselben  bezeichnet; 
(pnX  seien  die  Glieder  eines  nach  §  8  gebildeten  vollständigen 
normierten  Orthogonalsystems  des  Kerns  K{x^  y)^  der,  was  wir  zu- 
nächst einmal  annehmen,  Eigenfunktionen  besitze,  und  A„  seien  die 
zugehörigen,  nicht  notwendig  von  einander  verschiedenen  Eigen- 
werte, so  daß 

(pn  y  =  ^„j  K(x,  y)  (pn X .  d x. 

Wenn  dann  die  bilineare  Formel 

»1 

gilt  und  gliedweise  integriert  werden  kann,  so  findet  man 


[K{x,y)K{x,  z)dx  =^'^, 
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die  linke  Seite  ist  der  iterierte  Kern  und  werde  wie  früher  durch 
K'^  {y,  z)  bezeichnet.  Er  ist  offenbar  in  y  und  z  symmetrisch 
und  die  Funktionen  g)„  bilden  nach  §  41  auch  für  ihn  ein  voll- 
ständiges Orthogonalsystem;  die  Eigenwerte  sind  Af„  also  i)ositiv; 
aus  einer  Eigenfunktion  des  Kerns  K-  kann  nach  §  41  eine 
solche  des  Kerns  K  abgeleitet  werden.  Wollen  wir  also  über- 
haupt die  Existenz  von  Eigenfunktionen  beweisen,  so  genügt  es, 
dies  für  den  Kern  K~  zu  tun,  also  einen  Kern,  dessen  Eigenwerte 
positiv  sind  und  für  den  die  Größe 

\K{x^x)dx 

positiv  ist.  Auf  diesen  Fall  wollen  wir  uns  von  jetzt  an  be- 
schränken. 

Setzt  man  allgemein 

(1)  f  K- {x,y)  K{x,  z)dx  =  £«  + 1  (y,  z), 
80  findet  man  unmittelbar 

n  ' 

allgemein 

(2)  K''{y,.)=^W^, 

n  ^n 

da  diese  Gleichung  auf  Grund  der  Beziehung  (1)  durch  vollstän- 
dige Induktion  erschlossen  wird. 

Nehmen  wir  speziell  an,  die  Größen  A„,  die  ja  positiv  sind, 
seien  nach  der  Größe  geordnet,  und  zu  Aj  gehören  die  Eigen- 
funktionen (p-^.  (p2t  ...  (pki  die  bei  den  geltenden  Voraussetzungen 
linear  unabhängig  und  zu  einander  orthogonal  sind.  Dann  kann 
man  die  Gleichung  (2)  schreiben 

Setzt  man  y  =  z  =  x  und  integriert  über  das  Grundgebiet,  so 
ergibt  sich 


k^l'^K''^{x,x)dx  =  k+'^(^^y 


Da  nun  die  Größen  X^  A„  echte  Brüche  sind,  so  machen  die  letzten 
beiden  Gleichungen,  wenn  man  m  über  alle  Grenzen  wachsen  läßt, 
die  folgenden  plausibel: 


188  Fünfter   Abschnitt.  §44. 


lim  r 

m^  00  L 


1,''- 


lim  A^' f  iC"'(a-,  x)(lx  =^  k. 

Die  letztere  Gleichung  kann  auch  wie  folgt  ausgesprochen  werden. 
Setzt  man 

U,n  =JiC'»(^,  x)dx, 

so  gibt  es  eine  derartige  Konstante  A^,  daß  der  Grenzwert 

lim  A!^  U,„ 

existiert  und  eine  })Ositive  ganze  Zahl  ist.  Man  kann  hieraus 
auch  schliefen 

hm    -^ YT^^  ='  1  ?        A,  =3  lim   -yy 

m  =  oo  ""i    '-'m  m^«    '-'m+l 

Diese  zunächst  rein  hypothetischen  Resultate  lassen  sich  nun 
in  der  Tat  immer  beweisen,  ohne  daß  von  der  bilinearen  Formel 
Gebrauch  gemacht  würde.  Dazu  führt  eine  nähere  Untersuchung 
der  iterierten  Kerne. 

Diese  Größen  sind  zunächst  alle  symmetrisch.  Denn  ist  dies 
bis  zu  K^{x^  y)  hinauf  bewiesen,  so  gilt  die  Gleichung 

X^+i  (y,  ^)  =  j Ä" {x,  y) K {x,  z)dx 

=  \\  Ä»-i  (.r,  x)  K{u,  y)  K(x,  z)  dx  du, 
oder,  da  man 

[A'"-^(w,  x)K{x,  z)dx  =  iL"(i<,  z) 
einführen  kann, 

iC"  + 1  (1/,  ^)  =  J  K^  (m,  z)  K{u,  y)  d  u  =  K'>  +  '  {z,  y), 

womit  das  Behauptete  erwiesen  ist. 
Ferner  gilt  die  Gleichung 

(3)  K»  +  '-{x,y)=j  K-  («,  x)  K^  («,  y)  d  «, 

jedenfalls  für  r  ^=  1 ;  gilt  sie  aber  für  irgendeinen  Wert  von  r, 
so  gilt  sie  auch  für  den  um  Eins  größeren.  Denn  aus  ihr  folgt, 
da  man  die  Integrationen  vertauschen  kann, 

jZ"  +  '-(:r,  y)K{y,  z)dy  =  JJ7i"(«,  x)A>(a,  y)K{z,  y)dccdy, 

oder 

K»  +  ^  +  ^{x,  y)  =  jA:"(a,  a;)Ä'-  +  i(«,  y)dtt, 

wie   behauptet   wurde.      Die   Gleichung   (3)   gilt   also   allgemein. 
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Aus  ihr  folgt  sofort 

Un+r  =  f  f  Ä"(a,  x)K*'(a^  x)doidx, 

und  hieraus,  wenn  p  und  q  beliebige  reelle  Größen  sind, 

Ü2nP^   -f   ^Ur^  +  rPq  +    Uir  q""  ^   0, 

also 

Un  +  r  ^    fJin-  U^ri 

und  speziell 

(4)  Vin       ^     C/2„_2C72„  +  2. 

Ferner  läßt   sich  zeigen,   daß   alle  Größen   C^n   positiv  sind. 
Denn  zunächst  gilt  dies  von 

f/g  =\K^{a^  a)da  :=\{K{x^  a)K(x,  a)dxda, 

da  K{x,  y)  nicht  identisch  verschwindet.  Wäre  nun  Uim  die 
erste  verschwindende  der  Größen  C/4 ,  Ug,  . ..,  so  hätte  man  der 
Gleichung  (3)  zufolge 

üam  =  {{K"'{x,  ay-dxdu, 

also  verschwände  K"^{x,  a)  identisch,  mithin  auch  der  Formel  (3) 
zufolge  Ä^  +  ^(;?',  a).  Ist  dann  2r  die  gerade  der  Zahlen  m  und 
m  -f-  I1  so  verschwindet  die  Größe 

K''^{x,  x)  =  j^'-(:r,  ayda, 

mithin  auch  K''(.i\  a)  identisch,  mithin  ist 

Vr  =  [£■'■(«,  cc)da  =  0,        ir  +  i  =JiC'-  +  i(«,  ci)dcc  =  0. 

Damit  geriete  man  aber  in  einen  Widerspruch  zu  der  Voraus- 
setzung, Uim  sei  die  erste  verschwindende  in  der  Reihe  der  Größen 

*^'4»     t-6l    •    •   • 

Man  kann  daher  in  der  Beziehung  (4)  stets  durch  t/a».-  t^2n-2 
dividieren  und  erhält 

(5)  0< 


U'in       ^^    t^2n  +  2 


fj2n  —  2  '2« 

Anderseits   ergibt   sich   mittels   der  Gleichung  (3)  aus  der  offen- 
baren Beziehung 

J[/>2Z'"'(a:,  a)2  -\-  2pqK*^(x,  cc)  K"  (y,  a)  +  q^K^{y,  ay'\dci  ^  0 
oder  aus  der  allgemeinen  Schwarzsehen  Ungleichung  das  Resultat 

K^ "- •■  {x,  yy  ^  j ^"'  {x,  aydaJK'- (//,  ayda, 
und  hieraus,  indem  man  über  das  Grundgebiet  zweimal  integriert. 
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oder 

(6)  t'2m  +  2r  ^    t^2m  t.2r 

und  speziell 

^2  m  +  2   ^-     TT 
'-  2  »1 

Die  positiven  Größen  IJim^i'-  H^m-,  die  nach  der  Relation  (5)  mit 
Dl  wachsen,  bleiben  also  unter  einer  endlichen  Schranke,  und  es 
gibt  daher  einen  positiven  Grenzwert  c  derart,  daß 

lim   JIlfi±l  =  c,      %tl^c; 

die  letzte  Ungleichung  kann  auch  geschrieben  werden 

t-  2  n  +  2    ^     ^2>i 

SO  daß  die  positiven  Größen  U2m'-c"^  unter  einer  endlichen  Schranke 
liegen,  und  sich  mit  wachsenden  Werten  von  m  einer  nicht  nega- 
tiven Grenze  ü  annähern.  Diese  ist  positiv;  denn  schreibt  man 
die  Ungleichung  (6)  in  der  Form 

77        -^     ^2  m  +  2r               jj        ^^        ^2  wi  +  2  r             ^2tn  +  2r— 2             t/2m  +  2 
^2r   ^  Jj ,  LIir    ^   "77  '  77 rr  , 

»^2m  l^2m4-2r— 2         ^^'2  m -l- 2  r— 4  l-'2  m 

80  sind  alle  einzelnen  Brüche  auf  der  rechten  Seite  der  Be- 
ziehung (5)  zufolge  nicht  kleiner  als  der  letzte  von  ihnen,  also 

U2  m  +  i 


^-^(TtrT^ 


und  da  die  rechte  Seite   dieser  Ungleichung  sich  bei  wachsenden 
Werten  von  m  der  Grenze  C  nähert,  folgt  allgemein 

und  hieraus 

§  45. 
Beueis  für  die  Existenz  einer  Eigenfimktiou. 

Die    zu    Anfang    des    vorigen    Paragraplien    durchgeführten 
heuristischen  Betrachtungen  führen  nun  zu  der  Vermutung,   daß 

c  =  Af , 
d.  h.  gleich  dem  Quadrat  des  kleinsten  Eigenwertes  und  daß  ein 
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zugehöriges  Aggregat  von  Eigenfunktioaen  in  der  Form 
K^-'(.,  y)  ^  K'-(.,  y) 

3  ^  in  f^m 

»n  ^  00  "■  1  m  =;  00  ^ 

darstellbar  ist.  Jetzt  sind  wir  hinreichend  vorbereitet,  um  zeigen 
zu  können,  daß  dieser  Grenzwert  wirklich  existiert  und  eine 
Eigenfunktion  des  Kerns  K'^  {x,  y)  darstellt.  Aus  der  Gleichung  (3) 
des  §  44  folgt  nämlich 

X2m  +  2  n  (_y^  ^)  K^>'(x,    Ij) 

6'"+'*  C^ 

und  hieraus  nach  der  Schwarzsehen  Ungleichung 
[^?^^;;;^^^  -  ^^I^  ^  W^i^^  ^YKiy.  ßfäaäß 

X    I    |aaap|^  ^m  +  n-l  ^    ~   ^  ^.m  +  2n-2 

oder,  nach  der  Definition  der  Größen   C/„ 

I  ^m  +  n  gn  =lg2m4-2n  — 2  gm  +  2n  —  2      ~l       g2n  — 2  j 

Hier  wird  die  Klammer  auf  der  rechten  Seite,  sobald  n  hin- 
reichend groß  gewählt  ist,  so  klein  wie  man  will,  da  dann  ihre 
Glieder  den  Werten  CT,  —  2  U,  U  beliebig  nahe  liegen ;  der  zweite 
Faktor  der  rechten  Seite  liegt  unter  einer  festen  Schranke.  Die 
Ungleichung  zeigt  also,  daß  der  Grenzprozeß 

'lim  ^'""(""^y) 

ntn 

bezüglich  der  Variablen  .r,  y  im  Grundgebiet  gleichmäßig  konver- 
giert, und  zwar  gegen  eine  stetige  Funktion  /  (x\  y),  die  offenbar 
in  X   und   y  symmetrisch  ist.     Sie   ist  ferner  Eigenfunktion   des 

Kerns    K^   und    gehört    als    solche    zum    Eigenwert  — ,   wie    die 

Gleichung 

^'""'ifi^'  =  i  |'/0(x,  «)  ^'"^^'"^  da 
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zeigt.     In  dieser  kann  man  wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz 

des  Grenzprozesses  tn  beiderseits   unendlich  wachsen  lassen   und 
erhält  so 


und  ebenso 


fix,  y)  =  7 j^H.'A  «)/'(^'^  «)<^«- 


ländlich  verschwindet  die  Funktion  /"(.r,  y)  nicht  identisch,  da  die 
Größe 

\  f(x.,  x)dx 

sich,  wenn  n  hinreichend  groß  genommen  wird,  von 


-[K^-h\x)dx=—, 


also  auch  von  IJ  beliebig  wenig  unterscheidet.    Letztere  Größe  ist 
aber  als  positiv  erkannt;  beiläufig  ergibt  sich  noch 

\f{x^  x)dx  =  ü. 

Hiermit  ist  eine  Eigenfunktion  des  Kerns  K^  konstruiert 
und  dadurch  nach  §  44  gezeigt,  daß  ein  beliebiger  stetiger  sym- 
metrischer Kern  mindestens  eine  Eigenfuuktion  besitzt. 

Bemerken  wir  noch,  daß  in  der  ganzen  durchgeführten 
Argumentation  nicht  vorausgesetzt  wird,  daß  das  Integrations- 
gebiet endlich  sei.  Ist  es  unendlich,  z.  B.  die  Strecke  von  —  oo 
bis  -f-  00  ,  so  braucht  man  nur  zu  wissen ,  daß  die  betrachteten 
Integrale,  also  die  iterierten  Kerne  und  die  Giößen  f7„,,  endliche 
Werte  haben,  um  auch  auf  ein  solches  Grundgebiet  die  erhalteneu 
Sätze  anwenden  zu  können. 

§  46. 
Genauere  Untersuchung  der  benutzten  Gronzprozesse. 

Da  der  Kern  K'^  dem  Eigenwert  c  entsprechend  eine  Eigen- 
funktion besitzt,  kann  man  nach  ^  8  ein  System  normierter  und 
zu  einander  orthogonaler  Eigenfunktionen  (piX^  (jPg^,  •••  fpkX  bilden, 
durch  die  jede  zu  diesem  Eigenwert  gehörige  Eigenfunktion  linear 
mit  Koeffizienten,  die  von  .r  unabhängig  sind,  ausgedrückt  werden 
kann.     Man  kann  daher  setzen 


§46.  Existenztheoreme.  193 

und  wegen  der  Symmetrie  der  Funktion  f{x^  y)  folgt 

V 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  sich,  wenn  yt,  eine  der  Zahlen 
von  1  bis  h  ist, 

f{^-<  y)(PixX.dx  =  i>^y  =^  (p^y  A  ti.'yX.q)uX.dx. 

Die  Größen  tpuy  sind  also  linear  in  den  Eigenfunktionen  (pry  und 

man  kann  setzen 

i,fc 

wobei  durch  Cur  Konstante  bezeichnet  sind. 
Hieraus  folgt  unmittelbar 

J  j  f{x,  y)  <pr X .  (fr  11 .  dx  dy  =  C,  v, 

JJ/C^i  y)(p!.x.(py.y.dxdy  =  (7«,. 

Nun  ergibt  die  Gleichung 

q)X  =  —    K^(x,  a)(pa.dci, 

indem   man   mit  K'^  {x^  y)   multipliziert  und  integriert,   nach  der 
Formel  (3)  des  §  44 


K^  {x^  y)  (p X .  d X  =  —  \  \  j5l 2 {x^  a) K'^ {x,  y)(pcc.  da  dx. 


=  —    K^{rj^i  y)(pada, 

q)X  =  —  \  K*  (a',  a)  cpa  da. 

Hieraus  folgt  durch  dieselbe  Operation 

(fx  =:  -r  \  K^{x,  a)  cpa.  da., 
und  ebenso  allgemein 

qp X  =  —  LfiT- " (.r,  a)<pa.da. 

Läßt  man  hier  n  unendlich  wachsen   und  Ijedenkt,   daß   der 
Grenzübergang 

(2)  fix,  y)  =  hm  y^  =  hm  — y^^ 

Kneser,  Integralgleichungen.  ^3 
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gleichmäßig  konvergiert,  so  erhält  man  die  Gleichung 

^ ^  =  j  f{x^  a)  cpa.dtt. 

Setzt  man  speziell 

(px  =  q)yXy 

so  erhält  man  die  Gleichung 

und  hieraus,  da  die  Funktionen  (p^x  linear  unabhängig  sind, 

also 

1,1t 

f{^^  y)=^  (pvX.(pyy, 

V 

und  aus  der  letzten  Formel  des  §  45  schließt  man  jetzt 
(3)       {f{x,x)dx=  f/=  lim ( t/an A2")  =^  {{(p,xydx  =  k. 

Hiermit  sind  die  zu  Anfang  des  §  44  aus  der  bilinearen 
Reihe  abgeleiteten  Vermutungen  vollkommen  bestätigt.  Ins- 
besondere weiß  man,  daß  jeder  stetige  Kern  Eigenfunktionen 
besitzt,  und  die  Argumentation  des  §  8  zeigt,  daß  ein  solcher 
Kern  der  bilinearen  Reihe  gleich  ist,  wenn  diese  im  Grundgebiete 
gleichmäßig  bezüglich  beider  Argumente  konvergiert. 

Nach  §  41  weiß  man  ferner,  daß  durch  die  Funktionen  9p, 
die  Gesamtheit  aller  derjenigen  Eigenfunktionen  des  Kerns  K 
linear  ausgedrückt  werden  kann,  die  zu  dem  Eigenwerte  ^c  oder 
—  \c  gehören.  Der  letztere  Wert  ist  aber  ausgeschlossen,  da  der 
Kern  K{x,  y)  nach  Voraussetzung  nur  positive  Eigenwerte  haben 
soll.     Setzt  man  demgemäß  \\'^c  =  l^,  so  findet  man 

f  1    '•''  1 

K{x,  a)f{a,  y)(la  =  ^2  ^'^^-^yV  =Y^^^'  ^'^' 

anderseits  gilt  die  Gleichung 

\K{x,  a)7i2'»(a,  y)da  =  IO'"-^^{x,  y), 
mithin  auch 

JK{x,  a)A2'"A'2'»(a,  y)da  =  JO"'  +  ^{x,  y)A\'"; 
daraus  folgt  auf  Grund  der  Beziehung  (2) 
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/•(.r,  y)  =  lim  [K'"^  +  ^{x,  ij).^"'  +  '], 
und  hieraus 

j  f(x,  X)  dx  =  ]C  =  lim  {U2m  +  1.  Af"*  + 1). 
m  =  00 

Die  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  ausgesprochenen  Grenzüber- 
gänge bleiben  also  ungeändert,  wenn  man  2n  durch  eine  unend- 
lich wachsende  ungerade  Zahl  ersetzt. 

Erinnert  man  sich  der  betreffs  des  Kerns  eingeführten  Vor- 
aussetzungen, so  ist  klar,  daß  mit  unseren  Entwickelungen  folgender 
Satz  bewiesen  ist. 

Hat  der  stetige  symmetrische  Kern  K{x,  y)  keine 
anderen  als  positive  Eigenwerte,  so  wird  der  kleinste 
von  ihnen  durch  die  Gleichung 

A2  =  lim  E^^  =  lim  [ X2n  +  2  (^^  _^)^^.  f  ^2«^^^  ^-^clx 

n:=oo         L/2n  n^oo  J  J 

bestimmt,  wobei  die  Größen  Ä^"   durch   die  Gleichungen 
K^{x,  y)  =  K{x,  y\K^{x,  y)  =\K{x,  a)^«-^«,  y)da 

definiert  sind. 

Die  Eigenwerte  eines  beliebigen  stetigen  und  symmetrischen 
Kerns  sind  die  Quadratwurzeln  aus  denen  des  Kerns  K^  {x^  y), 
und  dieser  hat  nur  positive  Eigenwerte. 

Beschränken  wir  uns,  was  hiernach  ausreicht,  auf  Kerne  mit 
nur  positiven  Eigenwerten,  so  ist  es  leicht,  auch  für  die  folgenden 
Eigenwerte  Grenzprozesse  anzugeben,  als  deren  Resultate  sie 
erscheinen. 

Sind  nämlich  wie  oben  (p^,  (p2,  -■  ■  ^k  die  sämtlichen  zum 
Eigenwert  Aj  gehörigen  Eigenfunktionen,  so  wird  die  Integral- 
gleichung 

Kl    '»'' 
K(x^  a)  —  j-^  (pvX .  (pyUj  (pa.da 

zunächst  offenbar  von  allen  Lösungen  der  Gleichung 

cpx  =  X  \  K(x,  a)  (pa.da 

erfüllt,  die  zu  einem  von  ky  verschiedenen  Eigenwert  gehören,  da 
diese  zu  g^^ ,  cp^^  ...  (pk  orthogonal  sind ,  und  die  zugehörigen 
Eigenwerte  sind  in  beiden  Gleichungen  dieselben.  Die  Gleichung  (4) 
kann  aber  keine  anderen  Lösungen  als  die  soeben  bezeichneten 
besitzen.     Denn  nach  §  8  und  §  41  gilt  die  Gleichung 

13* 
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(5)  i,.(.,,)=2^'^^ 

wenn  rechts  über  ein  vollständiges  normiertes  System  von  Eigen- 
funktionen des  Kerns  K  summiert  wird.  Wendet  man  dieselbe 
Gleichung  auf  den  Kern 

1    ^■''• 


K{x,  y)  —  Y^  (f>yx.(p,y 

1     ^  « 


an,  so  tritt  an  Stelle  von  K^{x^  y)  die  Größe 

K^'ix,  !/)  —  ^.  2  ^>^-^^y- 

Die  Entwickelung  dieser  Größe  nach  der  Formel  (5)  kann  also 
keine  anderen  Glieder  enthalten  als  solche  von  der  Form  {(px.(py)/k\ 
in  denen  (px  eine  nicht  zu  A^  gehörige  Eigenfuuktion  des  Kerns 
K{x^  y)  bedeutet.  Diese  bilden  somit  die  Gesamtheit  der  Eigen- 
funktionen des  Kerns  der  Gleichung  (4). 

Unter  den  zugehörigen  Eigenwerten,  die  ja  positiv  sein  sollen, 
sei  nun  Ag  der  kleinste.  Dann  braucht  man,  um  ihn  durch  einen 
Grenzprozeß  darzustellen,  nur  die  oben  für  kf  erhaltene  Formel 
anzuwenden  und  zu  bedenken,  daß  allgemein,  wenn 

_  1    ^•''■ 

K{x,  y)  =  K(,i;  v/)  —  -^^  <jp,a:.  (p.y 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

_  1     '•'^" 

K^-{x,  y)  =  IO-{x,  y)  —  -j^^(p,x .cp,.y 

gilt.  Bezeichnet  man  ferner  durch  Un  die  den  Größen  U„  ana- 
logen, die  mit  dem  Kern  K  gebildet  sind,  so  erhält  man  sofort 

Un  =    Un   — 

also 

k'^  =  lim 


für  die  Anzahl  der  zu  l^  gehörigen  unabhängigen  Eigenfunktionen 
ergibt  sich  analog  der  Formel  (3) 


Un  —    In             ^„   , 
ff                                   f'2n+2  

^1!!+'  =  lim 

U2n              "  =  «           U2n   — 

k 

l'2n  +  2 

h 

k\^ 
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Ersetzt  mau  weiter  den  Kern  K  durch 


1 


indem  man  über  ein  vollständiges  normiertes  System  zum  Eigen- 
wert A2  gehöriger  Eigenfunktionen  summiert,  so  erhält  man  für 
den  nächst  größeren  Eigenwert  A3  des  Kerns  K  und  die  Anzahl  fcg 
der  zugehörigen  Eigenfunktionen  die  Gleichungen 


L  2  n  + 


A.2  =  lim 


^2n  +  2  ^2n+2 


TT         __    Jh ^ 

'"         A2"         A|" 


i-3  =  lim    [(6..,.-j^-j^)a|-.], 

und  übersieht  aus  diesen  Formeln  die  allgemeine  Regel,  nach  der 
alle  Eigenwerte  durch  Grenzprozesse  dargestellt  werden  können. 

§  47. 
Integralgleichungen  mit  unsymmetrischem  Kern. 

In  den  §§  39  und  41  ist  gezeigt,  daß  wenn  als  Kern  eine  der 
in  §31  eingeführten  Greenschen  Funktionen  genommen  wird,  oder 
überhaupt  der  Kern  gewisse  Stetigkeitsbedingungen  allgemeinen 
Charakters  erfüllt,  die  Reihe 

(1)  2^    /"«.«jp^a.f/a, 

in  der  überall  durch  das  Grundgebiet  integriert  wird  und  fcc  in 
diesem  eine  stetige  Funktion  der  Stelle  a  bedeutet,  gleichmäßig 
und  absolut  konvergiert  und  den  Wert 

{K{x^  a)fa.dx 

hat.  Daraus  folgt  nach  >;  13  die  Schmidtsche  Formel,  d.  h.  die 
Reihe 

(fx  =  fx  -\-  k  2^^371    f^'^nd.dcc, 

konvergiert  in  derselben  Weise  wie  die  Reihe  (1),  sobald  A  eine 
von  den  Eigenwerten  A„  verschiedene  Konstante  bedeutet,  und 
erfüllt  die  Gleichung 

q)X  =  fx  -(-  k\  K{x^a)(pa.da. 
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Wir  wollen  den  Inhalt  dieser  Aussage  etwas  anders  aus- 
sprechen, indem  wir  den  Faktor  A  in  den  Kern  hineinziehen. 
Dann  können  wir  sagen:  es  gibt  eine  im  Grundgebiet  stetige 
Lösung  der  nicht  homogenen  Integralgleichung 

(2)  (px  =  fx  -\-  \  K{x^  a)cpa.da 

mit  symmetrischem  Kern,  sobald  dieser  keine  Nullösung  besitzt. 
Darunter  verstehen  wir  eine  Lösung  der  letzten  Gleichung,  die 
sich  ergeben  würde,  wenn  fx  identisch  verschwindet,  also  eine 
Lösung  der  Gleichung 

(px  ^=  \  K{x^  a)(pa .da. 

Die  Lösung  der  Gleichung  (2)  kann  offenbar  nur  mit  fx  zugleich 
identisch  verschwinden. 

In  dieser  Form  bleibt  das  erhaltene  Resultat  gültig,  wenn 
der  Kern  K{x,  y)  nicht  mehr  als  symmetrisch  vorausgesetzt  wird. 
Versuchen  wir  nämlich  jetzt  die  Gleichung  (2)  durch  den  Ansatz 

(3)  (px=:ifx  —  \  K{a,x)i'a.da 
zu  erfüllen,  so  ergibt  sich 

(pa  =  il^a  —  \K(ß,  a)tß-dß, 

{K{x,a)(pa.da  =  { K{x,a)4>a.da  —  \  daK(x,a).j  K(ß^a)i<ß.d  ß, 

oder,  indem  die  Integrationen  im  letzten  Gliede  vertauscht  werden, 

{ K(x,  a)(pa.da  ^=  \  K{x,  a)i<a.dtt  —  \tß-dß  { K{x,  a)K{ß,  a)da 

=  JK{x,  a)^a.da  —  j i' a .d a  j K(x,  ß) K{a,  ß)d ß, 

und  diese  Transformation  gilt  nach  §  40,  sobald  der  Kern  K{x^  a), 
wie  wir  annehmen  wollen,  entweder  stetig  ist  oder  nur  in  der- 
selben Weise  unendlich  wird,  wie  die  Greenschen  Funktionen 
des  vierten  Abschnitts.  Zieht  man  jetzt  die  Gleichung  (8)  noch- 
mals heran,  so  folgt 

(px  —  f  K(x^  a)(pada 

=zrl}X  —ixl^a  \K{a,  x)  +  K{x,  «)  —  J K{x,  ß) K{a,  ß) d /?]  d a, 
oder,  wenn 

Q  (x,  u)  =  K{a,  x)  +  K{x,  a)  -  j  K{x,  ß)  K{a,  ß)dß 
gesetzt  wird, 

(4)  (px  —  \K{x'a)(pa.da  =  ipx  —  \  Q{x.,a)il}a.da. 
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Diese  Identität  führt  die  nichthomogene  Integralgleichung  (2) 
auf  eine  solche  mit  dem  offenbar  symmetrischen  Kern  Q{x,  a) 
zurück,  dessen  Singularitäten  wieder  keine  anderen  sind  als  die 
der  Greenschen  Funktionen;  man  erhält  nämlich  aus  der  Glei- 
chung (2)  unmittelbar 

(5)  fx=^4fx  —  J  ^ {i\  a)ii)a.da 

und  diese  ist  zu  lösen,  wenn  keine  NuUösung  existiert. 

Wäre  dies  der  Fall,  d.  h.  gäbe  es  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende Lösung  der  Gleichung 

rl)X  —  [  Q{x^  cc)jpa.da  =  0, 

so  ergäbe  die  Identität  (4),  daß 

(px  =  xlfx  —  [ K{oi,  x)ipa.da 

eine  Nullösung  des  Kerns  ^(a",«)  ist,  vorausgesetzt,  daß  (px  nicht 
identisch  verschwindet. 

In  letzterem  Falle  hätte  die  Gleichung 

il^x  —  f  K(dc,  x)ifada  =  0 

eine  nicht  identisch  verschwindende  Lösung,  oder  der  Kern  K(a,  x), 
der  sich  von  dem  soeben  betrachteten  durch  die  Stellung  der 
Integrationsvariablen  unterscheidet,  hätte  eine  Nullösung.  Hat 
also  keiner  der  Kerne  K(x,ci)  und  K{a,  x)  eine  Nullösung,  so 
hat  auch  der  Kern  der  Gleichung  (5)  keine  solche,  und  diese  ist 
bei  beliebiger  Wahl  der  Funktion  fx  lösbar.  Damit  erhält  man 
das  Fredholmsche  Theorem,  daß  die  Gleichung 

(px  =:  fx  -\-  \  K(x,  a)(pu.doc, 

in  der  fx  nicht  identisch  verschwindet,  stets  eine  stetige 
Lösung  q)x  besitzt,  wenn  dies  von  keiner  der  Glei- 
chungen 

cpx  =  { K(x,  a)(pa.du^       cp x  ^=  \  K{a,  x) (p a .  d cc 

gilt;  dabei  sei  der  Kern  K  entweder  stetig  oder  so  singulär,  wie 
die  Greenschen  Funktionen  des  vierten  Abschnitts. 

Lösungen  der  letzten  beiden  Gleichungen  nennen  wir  Null- 
lösungen  erster  und  zweiter  Art  des  Kerns  K(x^oi);  erster 
Art  sind  diejenigen,  bei  denen  die  Integrationsvariable  unter  dem 
Zeichen  K  so  steht,  wie  in  der  nichthomogenen  Gleichung,  also 
an  zweiter  Stelle. 


^^=^0'     -^-\-i^  =  ^ 
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§48. 
Das  Dirichletsche  Problem  in  der  Ebene. 

Als  erste  wichtige  Anweudung  des  erhaltenen  Satzes  be- 
trachten wir  das  Dirichletsche  Problem  iu  der  Ebene,  das  wir 
folgendermaßen  aussprechen.  Bedeutet  «  den  Punkt  mit  den  recht- 
winkligen Koordinaten  |,  »y,  so  wird  eine  Funktion  Oa  gesucht, 
die  die  Gleichung 

erfüllt  und  im  Innern  einer  geschlossenen,  sich  selbst  nicht 
schneidenden,  überall  stetig  gekrümmten  Kurve  0'  mit  ihren 
ersten  und  zweiten  Ableitungen  stetig  ist;  die  ferner,  wenn  man 
sich  der  Kurve  (5  nähert,  gegen  Grenzwerte  konvergiert,  die  auf 
dieser  Kurve  als  Werte  einer  stetigen  Funktion  des  Ortes  ge- 
geben sind.  Bezeichnen  wir  allgemein  durch  die  angehefteten 
Buchstaben  i  und  n  die  Grenzwerte  einer  Größe,  denen  sie  zu- 
strebt, wenn  man  sich  von  innen  oder  außen  der  Kurve  (^  nähert, 
durch  Überstreichen  der  Werte,  die  auf  dieser  Kurve  selbst  an- 
genommen werden,   so  kann  die  (irenzbedingung  durch  die  Glei- 

^^'"^s  $,  =  F 

ausgesprochen  werden,  in  der  F  eine  gegebene  Funktion  des  Ortes 
auf  der  Kurve  6  bedeutet. 

Es  sei  ferner  da.  das  Bogenelement,  iV  die  innere,  S'  die 
äußere  Normale  der  Kurve  6,  die  vom  Punkte  «  aus  gezogen 
sind;  die  analoge  Bedeutung  mögen  d.r,  Nxi  N'x  für  einen  Punkt  x 
haben  usf.      Dann  setzen  wir  versuchsweise  an 


J  ^      dN     ^  Tu,- 


d.  h.  wir  denken  uns  die  Kurve  (J  sei  als  doppeltbelegte  Linie  im 
Sinne  des  logaritlimischen  Potentials  wirksam  und  ergebe  das 
Potential  0.  Das  Potential  einer  Doppellinie  hat  nun,  wenn  wir 
die  Kurve  (i.  stetig  gekrümmt  voraussetzen,  an  dieser  Kurve  eine 
Unstetigkeit,  die  durch  die  Gleichungen 

(1)  0X  =  0iX  TClpX  =  OaX  -\-  nil}X 

dargestellt  wird. 

Für  die  weiteren  Untersuchungen  ist  es  wesentlich,  daß  diese 
Eigenschaft  schon   abgeleitet  werden  kann,  wenn  die  Dichtigkeit 
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nur  als  stetig  vorausgesetzt  wird,  ohne  daß  Ableitungen  zu  existieren 
brauchen,  während  bei  den  im  vierten  Abschnitt  betrachteten 
I*otentialen  an  manchen  Stellen  stetige  Ableitungen  der  Dichtig- 
keit vorausgesetzt  wurden. 

Wir  verifizieren  die  Gleichung  (1)  für  den  Fall,  daß  i^a  =  1 
gesetzt  wird.     Dann  ist  das  Element  des  Integrals  O,  d.  h. 
T       d     .        1  da  dr^u 

nichts  anderes,  als  die  scheinbare  Größe  des  Elements  cZ«,  gesehen 
von  der  Stelle  x  aus  und  mit  solchem  Vorzeichen  versehen,  daß 
die  Integration  über  die  Kurve  (4  das  Resultat  2  ;r,  0  oder  n  ergibt, 
je  nachdem  der  Punkt  x  im  Innern,  Äußern  oder  auf  der  Kurve  (£ 
liegt.     Damit  sind  dann  die  Gleichungen  (1)  verifiziert: 

0  =  ;r  =  0j  —  7C  ^=  2it  —  n  =z  O,,  -\-  71  ^=  Q  -\-  71. 
Setzt  man  bei  beliebiger  Gestalt  der  Kurve  6  für  ^i  in  der 
ersten  Gleichung  (1)  den  Wert  F  und  für  O  das  Integral 

0x  =  I  xpa  -r-v^  log  —  d Di , 
J        dN      "^  r^u 

G 

SO  ergibt  sich 

0iX  7l4>X  =  Fx  —  Tti'X  =  Ox^ 

Fx       C il^oc,    d    .        1 


(^)  ^-  =  ^^-|^«">« 


da. 


Die  Funktion  i^x  ist  also  die  Unbekannte  in  einer  Integralgleichung 

ip x  ^=  fx  -\-  \  K[x,  a)4'Ci'd a, 
für  die 

fx  =  ~,      K{x,  «)  =  -  1  ;^  log  —  , 


7t 


71  dN     °  r 


xa 


zu  setzen  ist.  Das  Grundgebiet  ist  die  Kurve  6,  und  in  ihm  ist 
der  Kern  endlich  und  stetig,  da  Avir  die  Kurve  überall  stetig  ge- 
krümmt voraussetzen. 

Die  Integralgleichung  (2)  hat  nun  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen eine  auf  dem  Grundgebiet  stetige  Lösung,  wenn  ihr  Kern 
weder  NuUösungen  erster  noch  zweiter  Art  besitzt.  Ist  dies  gezeigt, 
so  gibt  die  Größe 


0,/  =     i^a_-_  log         du 
]        dN      "=  r„^ 
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die  Lösung  des  Dirichletschen  Problems,  da  sie  die  Laplacescbe 
Differentialgleichung  und  die  Randbedingung 

OiX  =  Fx 
vermöge  der  Integralgleichung  (2)  erfüllt. 

Es  läßt  sich  aber  in  der  Tat  zeigen,  daß  keine  Nullösungen 
vorhanden  sind.  Wäre  zunächst  eine  solche  erster  Art  vorhanden, 
so  erfüllte  sie  die  Gleichung 

(3)  }l;x  —  {K{x,u)toi.da  ^=  0. 

Nimmt   man    nun    {ipa)ln  als   Dichtigkeit  der  doppelt  belegten 
Linie  6,  so  ergibt  sich  als  Potential  allgemein 


{i!a     d     ,        1     , 


und  speziell  auf  der  Kurve  6 

%x  =^  —  J  K{x^  a)tl;adu. 

Da  nun  aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Potentials  die  Gleichungen 

—  j  jE'(:r,  a)  t/; « .  rf  «  =  —  A>  j:  -\-  5, 
folgen,  Bo  ergibt  die  Gleichung  (3)  längs  der  ganzen  Kurve  (5 
(4)  5.=  0, 

und  da  auch  die  Gleichung 

gilt,  80  folgt,  daß  5  im  ganzen  Innern  der  Kurve  6  verschwinden 
müßte. 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar 

und  da  die  normale  Ableitung  des  Potentials  einer  Doppelliiiie 
an  dieser  selbst  stetig  ist,  wenn  sie  auf  der  einen  Seite  gegen 
endliche  Grenzwerte  konvergiert, 

dW 
Umgibt  man  nun  die  Kurve  6  mit  einer  anderen  6",  deren 
Linienelement  dl"  und  deren  innere  Normale  iV"  ist,  so  gilt  nach 
der  Gaussischen  Integraltransformation  die  Gleichung 
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(i  5" 

wobei  rechts  über  die  von  6  und  (5"  eingeschlossene  Fläche  zu 
integrieren  ist.  Das  erste  Glied  auf  der  linken  Seite  dieser  Glei- 
chung hat  aber  den  Wert  Null;  das  zweite  kann  beliebig  klein 
gemacht  werden,  indem  man  die  Kurve  6"  weiter  und  weiter 
hinausrückt,  da  dann  die  Größen  g  und  d'Q/dN"  in  bekannter 
Weise  unendlich  klein  werden;  somit  folgt  für  den  Außenraum 
der  Kui've  6 

8S  _  öS f. 

und  da  die  Größe  g  im  Unendlichen  verschwindet, 

g  =  0, 
speziell  auch 

(5)  ga  =  0. 

Nun  gibt  die  Unstetigkeit  des  Potentials  ^  die  Gleichung 

also  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  zufolge 

iIjx  ^=  0, 
d.  h.  eine  Nullösung  erster  Art  existiert  nicht. 

Daß  auch  keine  Nullösung  zweiter  Art  vorhanden  ist,   sieht 
man  leicht  daraus,  daß  die  Größe 

K(o(,.  x)xl?ci.du  ^= ,  -.-,    log  —  da 

die  nach  der  Richtung  Nj.  wirkende  Kraftkomponente  ist,  die  von 
der  im  Element  da,  vorhandenen  Masse  —  tpa.da/jt  im  Sinne  des 
logarithmischen  Potentials  an  der  Stelle  x  ausgeübt  wird.  Man 
kann  diese  Komponente  auch  in  jedem  außerhalb  der  Kurve  6 
liegenden  Punkte  bilden;  integriert  man  über  die  Kurve  6  nach  «, 
so  erhalte  man  allgemein  die  Größe  M.  In  den  immer  gebrauchten 
Bezeichnungen  ist  dann 

M  =  { K(a,x)  xpa.da, 

und  wenn  U  das  logarithmische  Potential  ist,  das  von  der  mit 
der  Dichtigkeit  — (il^a)/^  belegten  Kurve  S  herrührt: 

TiT        /"dUx        „  /dU 
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Nun  gibt  die  Theorie  des  Linienpotentials  für  jeden   Punkt 
der  belegten  Kurve  (i  die  Gleichungen 

(^)  =  3/,  =!/+,., 

wäre  daher  i^x  eine  NuUösung  zweiter  Art*  so  daß  die  Gleichung 

ijjx  =  \  K{a^  x)  i'u.da  =  31 

bestünde,  so  würde  folgen 

dV 


0. 


Die  oben  für  die  Größe  %  angewandte  Schlußreihe  würde  auch 
hier  ergeben,  daß  außerhalb  der  Kurve  6  überall  die  Gleichung 
(7)  U=0 

gilt,  mithin  auch  auf  der  Kurve  6  selbst,  da  das  Potential  U  in 
ihr  stetig  ist.    Daraus  aber  würde  auf  Grund  der  Gleichung 

^U=  0 

auch  für  den  ganzen  Innenraum  die  Gleichung  (7)  folgen,  mithin 
auch 

dN  )i       \dN'/,. 
und  wegen  der  Gleichungen  (6) 

so  daß  tx  nicht  als  Nullösung  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes 
zu  bezeichnen  wäre. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  das  Dirichletsche  Problem  eine  Lösung 
besitzt,  und  diese  ist  einzii^,  da  die  Differenz  zweier  Lösungen 
wieder  eine  NuUösung  ergäbe.  Die  erhaltene  Lösung  erscheint 
nls  Potential  einer  doppelt  belegten  Kurve,  bei  der  die  Dichtig- 
keit stetig  ist.  Aus  dieser  Eigenschaft  folgen,  wie  bemerkt, 
gewisse  Eigenschaften  des  Potentials,  z.  B.  die  Stetigkeit  seiner 
Ableitungen  außerhalb  und  innerhalb  der  Kurve  (v,  sowie  die 
Gleichungen  (1).  Setzt  man  ferner  voraus,  Fx  habe  längs  der 
Kurve  (£  eine  stetige  Ableitung,  so  gilt  dasselbe  der  Integral- 
gleichung (2)  zufolge   auch  von  ^fx,   und  hieraus   folgt,   daß   die 
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normal  zur  Kurve  6  gebildete  Ableitung  des  Potentials  gegen 
endliche,  auf  der  Kurve  6  stetig  veränderliche  Grenzwerte  kon- 
vergiert, wenn  man  an  die  Kurve  heranrückt. 

§  49. 
Vereinfachung  des  in  §  47  erhaltenen  Kriteriums. 

Will  man  das  erhaltene  Kriterium  für  die  Auflösbarkeit  einer 
nichthomogenen  Integralgleichung  auf  einzelne  Fälle  anwenden, 
so  wird  die  Tatsache  wichtig,  daß  bei  stetigen  Kernen  Null- 
lösungen zweiter  Art  nur  existieren,  wenn  auch  solche 
erster  Art  vorhanden  sind. 

Um  dies  einzusehen,  gehen  wir  von  der  in  §  8  aufgestellten 
Ungleichung 
(1)  ^^  K'jj^ (^'  ^y- docdx 

aus,  in  der  h  die  Anzahl  der  zum  Eigenwert  A^  gehörigen,  zu 
einander  orthogonalen  Lösungen  der  Gleichung 

cpx  =  l  [  K(x^  a,)q)ada 
bedeutet. 

Man  schließt  aus  der  Beziehung  (1)  sofort,  daß  bei  der  An- 
nahme 

j^K{x,yydxdy  <  1 

alle  Eigenwerte  der  Kerne  K(x,  y)  und  K(y,  x)  größer  als  Eins 
sein  müssen;  dann  existieren  also  weder  NuUösungen  erster  noch 
zweiter  Art,  da  bei  diesen  offenbar  in  der  Bezeichnung  des  §  8 
der  Eigenwert  1  auftritt.     Die  Gleichungen 

q)X  =  fx  -{-  {K{x^  a)(pa.du^ 

sind  also  bei  beliebiger  Wahl  der  stetigen  Funktionen  fx  und  /",  // 
stets  auflösbar.  Speziell  kann  man  solche  Funktionen  r{x,  y)  und 
r*!  (.r,  y)  bestimmen,  daß  die  Gleichungen 

(2)  r  {X,  y)  =  K{x,  y)  +  j  K{x,  a)  F  («,  //)  da, 

(3)  Ti  {x,  y)  =  K{x,  y)  -f  j  A7«,  y)  r,  (x,  «)  da 

gelten.  Multipliziert  man  die  zweite  Gleichung  mit  r(y,  z)dy^ 
indem  man  links  den  nach  der  ersten  Gleichung  diesem  Faktor 
gleichen  Ausdruck 


206  Fünfter  Abschnitt.  §49. 

[K{y,  z)  4-  j K{y,  a) r(«,  z) da\dij 

einsetzt  und  integriert  nach  i/,  so  ergibt  sich 

J Tj  {x,  y) K{y,  z)dy  ^^^r^{x,  y) K{y,  a) r{a,  z)dady 

=  ]r{ij,  z) K{x,  y)dy+\]r,  (.r,  a) K{a,  y)  r{y,  z)dyda, 

und  da  die  Doppelintegrale  sich  nur  durch  die  Zeichen  der 
Integrationsvariablen  unterscheiden,  folgt 

j  r,  {x,  y)  K{y,  z)dy  =1  r{y,  z) K{x,  y)dy. 

Diese  ^Gleichung  kann  auf  Grund  der  Gleichungen  (2)  und  (3) 
geschrieben  werden 

r,  (x,  z)  —  K{x,  z)  =  r{x,  z)  —  K{x,  z), 

womit  die  Identität 

^1  (ä-,  y)  =  T{x,  y) 

erwiesen  ist.  Jede  Lösung  der  Gleichung  (7)  ist  also  mit  jeder 
der  Gleichung  (2)  identisch;  beide  Gleichungen  können  also  nur 
eine  gemeinsame  Lösung  besitzen  und  haben,  wenn  diese  existiert, 
keine  weiteren  Lösungen. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  heiüen  die  Resolventen  des 
Kerns  K{x^  y)\  ihre  gemeinsame  Lösung  r(x,  y)  der  lösende 
Kern.     Existiert  er,  so  folgen  die  Gleichungen 

(4)  fx  =  cpx  —  \K{x,  a)(pa.da, 

(5)  (px  =  fx  -\-  \r{x^  a)fa.da 

aus  einander,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  (px  aus  der  zweiten 
Gleichung  in  die  erste  oder  fx  aus  der  ersten  Gleichung  in  die 
zweite  einsetzt  und  die  Resolventen  berücksichtigt;  ebenso  folgen 
auch  die  Gleichungen 

(G)  fx=  (px  —  f  iC(a,  ./■)  (pa.da, 

(7)  <px  =  fx  -\- \  r{a^  x)fa.da 

aus  einander;  die  Integralgleichungen  (4)  und  (6)  werden  also 
durch  die  Formeln  (5)  und  (7)  aufgelöst,  sobald  der  lösende  Kern 
r{x,  y)  bestimmt  ist. 

In  einem  Spezialfälle  ist  die  Frage  nach  der  Existenz  des 
lösenden  Kerns  rein  algebraischer  Natur,  dann  nämlich,  wenn 
man  als  Kern  die  Größe 

K,{x,y)=^O..x.n^y 
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nimmt  und  unter  0,  ^  im  Grundgebiete  stetige  Funktionen  des 
Ortes  verstanden  werden.  In  diesem  Falle  folgt  aus  der  Integral- 
gleichung 

(px  =  fx  -\-  [  Kq{x,  a)(pa.da 
sofort 

l,k 

(8)  (pX   ^=   fx  -{-^    QyOrX, 

V 

wobei 

(9)  Qu  ^=  \  ^F^  a .  g)  a .  d Di 

gesetzt  ist.  Substituiert  man  den  Wert  (8)  in  die  Ausdrücke  (9), 
so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

..-S,.j..,,...^,.......,., 

aus  denen  die  Größen  q  zu  bestimmen  sind. 

Eine  NuUösung  erster  Art  ergibt  die  Bedingungen 

Qu  —^Q'\  Oytt.Wua.dtt  =  0,     /i  =  1,  2,  ...  L 

Vertauscht  man  die  Rollen  der  Funktionszeichen  O  und  W^  so 
erhält  man  die  Bedingungen  für  eine  Nullösung  zweiter  Art,  in- 
dem man  im  Schema  der  Koeffizienten  der  Größen  p,  die  Hori- 
zontal- und  Vertikalreihen  vertauscht.  Dadurch  wird  ersichtlich, 
daß  bei  dem  Kern  KQ(x,y)  die  Nullösungen  erster  und 
zweiter  Art  stets  nur  zugleich  auftreten. 

Jetzt  sei  K(x,  y)  wieder  ein  beliebiger  Kern  und  werde  an- 
genommen, man  könne  den  Kern  Kq  so  wählen,  daß  für  die 
Differenz 

^i  (•^,  y)  =  i^{x^  y)  —  Ko  {x,  y) 

die  Ungleichung 

(10)  \\K,  {x,yydxdy<  1 

gilt,  also  ein  lösender  Kern  F^  (x,  y)  existiert,  der  die  Gleichungen 
^x  {x,  y)  =  K,  (x,  y)  +  j  ^1  (x,  a)  r,  (a,  y)da, 
r,  {x,  y)  =  K,  (x,  y)  -^JK^  («,  y)  T,  {x,  a)da 

erfüllt.     Dann  nimmt  die  Gleichung 

(11)  cpx  =^  fx -\-\K{x,  a)(pa.da 
die  folgende  Form  an: 
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fx  -\- ^]    O^x.WyU.  q)  a.d a  =  (jp .i'  —     Ky  (x,  a)  tp u . d u , 

oder  kurz,  indem  wir  die  linke  Seite  Fx  nennen, 

Fx  =  (px  —  j  Ä'i  (.r,  a)  (p  a. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber,  wenn  wir  sie  als  Spezialfall  der 
Gleichung  (11)  oder  (6)  ansehen, 

(px  =  Fx  -\-  l  r"i  (x,  a)  Fa .  d a. 

Setzen  wir  hier  für  Fx  den  expliziten  Wert,  so  verschwindet  die 
Größe  K^  und  es  ergibt  sich  die  Gleichung 

/"a:  -f-    Fj  {x^  a)  fa .  da 

=  (px  —     q)a  ^"S]  {  0v X  -\-\  r^ (x,  k)  O,  cc .da\  ^F,  a.d a. 

Damit  ist  die  gegebene  Integralgleichung  (11)  auf  eine  solche 
zurückgeführt,  deren  Kern  die  Gestalt  K(,(x,  y)  hat;  speziell  also 
folgt,  daß  Nullüsungen  erster  und  zweiter  Art  bei 
stetigen  Kernen  nur  zugleich  auftreten. 

Es  bleibt  nur  noch  zu  zeigen,  daß  K^^  so  gewählt  werden 
kann,  daß  K^  die  Ungleichung  (10)  erfüllt.  Um  dies  zu  erreichen, 
teile  man  das  Grundgebiet  in  solche  Teilgebiete,  daß  in  jedem 
von  ihnen  die  Differenz  zweier  Werte  des  Kerns  absolut  unter 
einer  vorgeschriebenen  positiven  Konstanten  £  bleibt.  Im  vten 
Teilgebiete  liege  die  Stelle  ?/, ;  dann  sei  'J^,  =  0  in  allen  Teil- 
gebieten außer  dem  vten;  in  diesem  sei  W^  =  1  mit  Ausnahme 
eines  an  die  Umgrenzung  sich  anschließenden  Randgebiets  von 
beliebig  kleiner  Ausdehnung,  in  dem  'F,  stetig  von  1  zu  0  über- 
gehe; allgemein  werde  0,:/;  ^  K{x^  y,)  gesetzt.  Dies  festgesetzt, 
ist  die  Größe  K^  im  Grundgebiet  stetig,  und  gilt  außerhalb  der 
Randgebiete  die  Beziehung 


\K,{x,y)\  = 


K(x,y)—^0,.r.-'P\y 


<  f 


da  nun  die  Gesamtausdehnung  der  Randgebiete  l)eliebig  klein 
genommen  werden  kann,  so  folgt  bei  passender  Wahl  von  £  die 
Ungleichung 

j^K,(x,yydxdy  <  1. 
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§50. 

Die  Existenz  der  Greeuschen  Funktion  bei  allgemeineren 
Problemen  der  AVärmeleitung. 

Die  erhaltenen  Resultate  gewähren  wesentliche  Erleichte- 
rungen, wenn  roan  die  Methoden  des  §  48  auf  diejenigen  Probleme 
der  \Värmeleitung  übertragen  will,  bei  denen  an  der  Grenze  des 
Grundgebietes  Wärme  ausgestrahlt  wird. 

Es  sei  etwa  das  Grundgebiet  eben,  und  es  werde  in  ihm 
eine  Funktion  des  Ortes,  die  stationäre  Temperatur  O,  gesucht, 
die  die  Gleichung 

zlO  =  0 

im  Innern  des  leitenden  Gebietes  und  die  Randbedingung 

(10 

an  der  Randkurve  (i  erfüllt;  in  dieser  bedeute  JV  die  innere  Nor- 
male, h  eine  positive  Konstante  und  F  eine  stetige  Funktion  des 
Ortes  auf  der  Kurve  G. 

Wir  versuchen  den  Ansatz 

r        ,       1     , 

,1  '  .r  u 

indem  wir  unter  da  ein  Element  der  Kurve  6  verstehen,  auf  die 
sich    auch    das    unbestimmte    Integralzeichen    beziehe.     Die   ge- 
suchte Funktion  erscheint  als  Potential  der  einfach  im  Sinne  des 
logarithmischen  Potentials  mit  Masse  belegten  Linie  6. 
Setzen  wir  dann 

(IN 

und  geben  den  Symbolen  M,  Mi^  Ma  dieselben  Bedeutungen  wie 
in  §  48,  80  ergeben  die  dort  benutzten  Sätze  über  das  Linien- 
potential die  Gleichungen 

(2)  Mi  =   Jf  -f-   n^X,  Ma=   M  —  TT^X. 

Dabei  gilt  die  Gleichung 

1 

ist  doch  das  Element  des  Integrals  die  Komponente  der  An- 
ziehung  des  Elementes  du  im    Punkte  x   nach   der  Richtung  A. 

K  ne  Her,  Integralgleichungen.  14 


M  =     t/^ « •  ^ " ^    log  ^  f/«; 
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Kombiniert  man  diesen  Ausdruck  mit  den  Gleichungen  (2),  so 
ergibt  sich 

Mi  =  —  Tti^v  -\-\  i'a-   ,  , .  -  log (Itt. 

und  die  Randbedingung  (1)  führt  zu  der  Gleichung 

r  y  1 

0  =  —  ni!X  —  hO.i  —  Fx  -\-\i'a-      „    log  -7—  •  r? a , 

und  umgekehrt;  setzt  man  für  <[>x  den  vorausgesetzten  Wert,  so 
ergibt  sich 

(8)       TTipx  =  —  Fx  -{-  {(la.ipal  -^  log h  log  —-    • 

Hiermit  ist  die  Aufgabe,   ilfx  zu  finden,   auf  eine  Integral- 
gleichung mit  dem  unsymmetrischen  Kern 

,,  .       .         1      (/     ,        1  A  ,        1 

zurückgeführt;  das  Grundgebiet  bildet  die  Kurve  6.  Diese  Größe 
sowie  die  symmetrische  Funktion 

Q{.r,  y)  =  K{x,  ij)  +  K{y,  x)  —\K{x,  a)K{y,  a)da 

sind  unstetig  wie  log  r^r«  oder  log  r^^,  so  daß  die  Theorie  des 
§  47  angewandt  und  geschlossen  werden  kann,  daß  die  Integral- 
gleichung (3)  eine  stetige  Lösung  tl^x  besitzt,  sobald  man  weiß, 
daß  keine  Nullösung  vorhanden  ist. 

Eine  Nullösung  erster  Art  würde  nun  die  Gleichung 

(4)  —  i'X  ^-i K{x,  a)i<a.da  =  0 

erfüllen,  und  für  die  zugehörige  Größe  0  ergäben  sich  die  Be- 
ziehungen 

(ö)  z/O  =  0,       ^-hO  =  0. 

Diese  sind  aber  nicht  miteinander  vereinbar.  Es  gilt  nämlich 
die  Identität 

(V 

wenn  links  über  die  leitende  Platte  integriert  und  unter  |,  r] 
rechtwinklige  Koordinaten  verstanden  werden,  und  die  zweite 
Gleichung  (5j  ergibt 
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i"-'!(if)+(i-:)i=-"i---- 

was  offenbar,  da  h  positiv,  unmöglich  ist. 

Eine  beliebige  Lösung  der  Gleichung  (4)  ergibt  nun,  indem 
man 

4»«  z=JK(a,  ß)i'ß.<lß 
einsetzt, 

i'X  =  (K{x,  a)da\K{a,  ß)rpß.dß. 

Die  Singularität  des  Kerns  K  ist  aber  so  beschaffen,  daß  die 
Integrationen  nach  §  40  vertauscht  werden  können;  setzt  man 
daher 

K^  (a-,  ß)  =  \  K (.r,  oc)  K  (a,  ß)da, 

so  findet  man 

ipx  =JK^{.r,  ß)tß.dß. 

Eine  Nullösung  erster  Art  des  Kerns  K{x,  a)  wäre  also  auch 
eine  solche  des  Kerns  K^{x,  a),  und  dieser  ist  im  Grundgebiet 
aus  denselben  Gründen  stetig  wie  die  gleichbezeichnete  Größe  in 
§  40.  Ebenso  wäre  eine  Nullösung  zweiter  Art  des  Kerns  A" (./-,«) 
eine  solche  des  Kerns  K^  (./;,  a).  Auf  letzteren  ist  aber  die  Theorie 
des  §  49  anzuwenden;  er  besitzt  nur  Nullösungen  zweiter  Art, 
wenn  solche  erster  Art  vorhanden  sind.  Dasselbe  gilt  daher  auch 
von  dem  unstetigen  Kern  K(x,  a);  da  dieser,  wie  gezeigt,  keine 
Nullösung  erster  Art  besitzt,  hat  er  auch  keine  zweiter  Art,  und 
damit  ist  die  Existenz  der  gesuchten  Greenschen  Funktion  für 
das  vorgelegte  Problem  der  Wärmeleitung  erwiesen.  In  den 
auf  allgemeine  Gebiete  bezüglichen  Untersuchungen  der  >j>;  31 
bis  38  war  die  Existenz  einer  solchen  Funktion,  die  dort  als 
Kern  genommen  wurde,  vorausgesetzt. 

Die  Funktion  0.i  ergibt  sich  als  Potential  einer  einfach  belegten 
Linie  ii  mit  stetiger  Dichtigkeit;  hieraus  folgt,  daß  die  Größe  0x 
im  Innern  des  von  der  Kurve  (^.  umschlossenen  Grundgebiets  des 
ursprünglichen  VVärmeleitungsproblems  stetige  erste  und  zweite 
Ableitungen  besitzt,  und  daß  an  der  Kurve  ß  die  normalen  Ab- 
leitungen der  Größe  ^x  gegen  endliche,  auf  der  Kurve  sich  stetig 
ändernde  Grenzwerte  konvergieren.  Dasselbe  folgt  daher  für  die 
im  vierten  Abschnitt  durch  3/(0, 1)  bezeichnete  Größe,  die  durch 
ein  Itandwertproblem  von  derselben  Form  wie  0/  definiert  werden 
kann. 

14* 
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§  Öl- 
Das  Dirichletsclie  Problem  im  Räume. 

Die  Aufgabe,  eine  Funktion  O  zu  bestimmen,  die  in  dem  von 
der  Fläcbe  J-  umschlossenen  Gebiet  die  Gleichung 

z/0  =  0 

erfüllt,  an  der  Fläche  selbst  aber  gegen  gegebene  Grenzwerte 
gemäß  der  Gleichung 

0,  =  F 

konvergiert,  kann  in  derselben  Weise,  wie  das  bei  dem  Dirichlet- 
schen  Problem  in  der  Ebene  durchgeführt  ist,  auf  eine  Integral- 
gleichung zurückgeführt  werden,  indem  man  in  den  Formeln  des 
§  48  überall  log  (1  r„j.)  durch  l/rax  ersetzt  und  durch  da,  ein 
Element  der  Fläche  ^  bezeichnet.  Hält  man  im  übrigen  die  Be- 
zeichnungen des  §  48  aufrecht  und  nimmt  an,  die  Fläche  §  sei 
überall  stetig  gekrümmt,  so  setzt  man 


an,  wobei  wie  in  allen  kommenden  unbestimmten  Integralzeichen 
über  die  Fläche  $  als  Grundgebiet  zu  integrieren  ist.  Dann 
gelten  die  Gleichungen 

(px  =  <t>,x  —  2jtil)X  ^=  0aX  -{-t2iixlfx, 

und  man  findet  für  die  unbekannte  Funktion  4>  die  Integral- 
gleichung 

Fx        C 

jpx  =  -T-^ \-     K(x^  a)t}^a.da, 

In        J 

wobei  gesetzt  ist 

(1)  ^(-•«)=:-21ejf(£)- 

Diese  Größe  wird  auf  dem  Grundgebiet  unendlich,  so  daß  die 
Methode  des  §  48  nicht  mehr  ohne  weiteres  angewandt  werden 
kann. 

Diese  Schwierigkeit  ül)erwinden  wir,  wie  früher  in  ähnlichen 
Fällen,  indem  wir  zu  iterierten  Kernen  übergehen. 

Sei  allgemein  die  Gleichung 

(2)  ^x=:^  jx  -\-  \K{x^d)^a.da 

gegeben  und  werde 
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K^  (a-,  ij)  =  j  K  {x,  a)  K  { a,  ?/)  d  a , 

gesetzt;  darf  man  die  Integrationen  vertauschen,  was  wir  in 
diesem  Paragraphen  überhaupt  voraussetzen  wollen,  so  findet  man 
leicht  auch  die  Gleichung 

K^{j,  !i)  =  \\K{x,  ß)K{ß,  a)K{a,  y)dadß 

(3)  . 

^  ^  =\K{x,a)K'^{a,y)da. 

Substituiert  man  nun  in  der  Gleichung  (2)  rechts  für  g^  a  den 
^Yert,  den  die  Gleichung  selbst  ergibt,  so  folgt 

(px  =  fx  -\-  \  K(x,  a)fa.da  -\-  \  K'^{x,  a)q)a.da, 

und  hieraus,  indem  man  nochmals  die  Gleichung  (2)  benutzt 

(px  =  fx  -^  I  K{x,  a)fada  -\-  \^K^{x,  a)fa.da 

-|-  1  K^{x^  a)(fa.da 
oder  kurz 

cpx  =^  fx  -{-  \  K^ {x^  a)cpoi.d u. 

"Wenn  also,  wie  im  Falle  des  Kernes  (1)  gezeigt  werden  kann,  die 
Größe  K^{x,a)  auf  dem  Grundgebiet  stetig  bleibt,  so  ist  die 
Integralgleichung  mit  unstetigem  Kern  auf  eine  solche  mit  stetigem 
Kern  zurückgeführt. 

Um  diesen  Zusammenhang  genauer  zu  verfolgen,  untersuchen 
wir  die  Beziehung  zwischen  den  Xullösungen  der  Kerne  K{x,u) 
und  K^  (x,  a).  Hat  ersterer  eine  Jsullösung,  so  gilt  offenbar  das- 
selbe von  Ä'3(.r,  ß);  etwas  schwieriger  ist  die  umgekehrte  Frage. 
Werde  also  die  Gleichung 

(4)  (px  ^=  {K3(x,a)(pa.<la 

vorausgesetzt,  und  seien  p^,  q^,  Qs  die  drei  Werte  der  dritten 
Einheitswurzel,  speziell  g^  =  \.     Dann  setze  man 

3  0,x  =  (px  -\-  qAK{x^  a)cpa.da-\-Ql[K'^{x,  a)(pa.da\ 

diese  Größen  können  nicht  alle  drei  identisch  verschwinden,  da 
sonst  dasselbe  von  (p  x  gälte.     !Maii  tindet  nun  ohne  weiteres 

3  j  K{x,  ß)  0,  ß.dii=^  K{x,  ß)(pß.  d  ß 

-h  Q.\\K{x,ß)K{ß,a)(pa.dadß-\-Q^\K{x,ß)K^{ß,a)(pa.dadß 

P»  J 
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oder  auf  Grund  der  Cileichung  (4) 

(5)  (IrX  =  ?,  I  K{x,  (i)  0.  /i .  <l  li. 

Gerade  so  würde  man  von  einer  zum  Kern  K-^{x,  a)  gehörigen 
NuUösung  zweiter  Art,  also  einer  Lösung  der  Gleichung 

cpx  =  \  K^ (a,  x)(fa.(Iu 
zu  einer  Gleichung 

(6)  Oy X  =  Q,  j  K (i3,  X)  iK  ß-(lß 
gelangen. 

Die  durchgeführte  Untersuchung  läßt  sich  offenbar  auf  be- 
liebige itcrierte  Kerne  K"^{x,  a)  übertragen,  in  denen  m  eine  un- 
gerade Zahl  ist;  aus  einer  Nullösung  eines  solchen  kann  man 
stets  eine  Nullösung  des  ursprünglichen  Kernes  herstellen.  Bei 
symmetrischen  Kernen  erhält  man  hieraus  und  aus  den  Sätzen 
des  §  41  das  Resultat,  daß  aus  einer  Eigenfunktion  eines 
iterierten  Kernes  stets  eine  solche  des  ursprünglichen 
abgeleitet  werden  kann. 

Für  die  gegenwärtige  Untersuchung  bemerken  wir  nur,  daß 
nach  §  49  der  Kern  K^  Nullösungen  erster  und  zweiter  Art  stets 
nur  zugleich  besitzt;  die  Existenz  solcher  ist  also  überhaupt  aus- 
geschlossen, wenn  entweder  die  Gleichung  (5)  oder  die  (ileichung 

(6)  als  unmöglich  nachgewiesen  wird.  Das  wird  uns  beim  räun)- 
lichen  Dirichletschen  Problem  betreffs  der  (ileichung  (6)  in  der 
Weise  gelingen,  daß  wir  zeigen:  sie  kann  weder  für  komplexe 
Werte  von  q^  erfüllt  werden  noch  für  den  Wert  Qv  =  1. 

Dies  vorausgesetzt,  kann  nach  §  47  die  (Ueichung 

(7)  cp X  =z  fx  -\-  { K^ {x^  a)(pa.(la 

bei  beliebiger  Wahl  der  stetigen  Funktion  /"  aufgelöst  werden.  Um 
aber  zu  der  ursprünglichen  Gleichung 

(px  =  fx  -I-  f  A'(.r,  a)q)K  .  d a 

zurückzukommen,  machen  wir  von  dem  in  i^  47  eingeführten 
lösenden  Kern  der  (ileichung  (7)  Gebrauch,  der  existiert,  da  keine 
Nullösungen  vorhanden  sind.  Sei  r^{x^a)  dieser  lösende  Kern, 
so  daß  die  Gleichungen 

(8)  K^  {x,  y)  -f  j  r3  (a,  y)  K^  (x,  a)da  =  n  (x,  y) 

K'ix,  y)  ^jn{x,  a)K^{a,  y)da  =  r^{x,  y) 
gelten. 
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Man  setze  nun 

Sl{x,  y)  =  Kix,  y)  +  K^(x,  y)  +  /0(.r,  y), 
r{x,y)  =  Sl{x,y)  -j-jr-^{a,y)Sl{x,a)(la- 
dann  gilt  zunächst  die  Identität 

ß  (x,  y)  ~  JSI  («,  y)  K{x,  a)  d  a 
=  K{x,y)  —  j  A'3 (a,  y)  K(x,  u)da, 

oder  auch,  indem  wir  auf  das  letzte  Integral   die  bei   der  Glei- 
chung (3)  benutzten  Umformungen  anwenden, 

Sl{x^ij)  —  J  ü  (a,  (/)  K{x^  a)da 

^^^^  =  K(x,  y)  -  JK^(x,  a)K(a,  y)da. 

Jetzt  bilden  wir  den  Ausdruck 

X  =  r{x,  y)  —  j  r(a,  y)  K{x,  a)  da 

=  Sl{x,y)^^Sl{x,a)r^{a,y)da 

—  jSl{cc,y)K{x,a)da  —  j  j  Si{a,  ß) n{ß,  y)K{x,  a)dad ß; 

ziehen  wir  das  erste  und  dritte  Glied  gemäß  der  Formel  (10)  zu- 
sammen, so  ergibt  sich 

X  =  K(x,  y)  —  j  K'  (JC,  a)  K{a,  y)  d  « 
Jr\^{r,ß)r^{ß,y)dß 
-]j£l(a,ß)n{ß,y)K{x,a)dadß, 

oder,   indem  wir  die  Integrationen  im  letzten  Gliede  vertauschen 

und  der  Formel  (9)  gemäß 

Sl{x,  ß)  —  j5^(ß,  ß)K{i,a)da  =  K{r,  ß)  -JK{x,  a)K^{u,ß)da 

setzen, 

X  =  K{x,  y)-i-jn iß,  y)dß{  K{.r,  ß)  -  J  K{r,  a)  lO («,  ß) d a  ) 

—  f  K{x,  d)  K^  («,  y)  d  a 

=  K{x,  y)  ^  j  /v  (r,  a)  d  a  {  n  («,  y)  -  A'^  («,  ,/) 

-]rHß,y)KHcc,ß)dß). 

Im   letzten   der  erhaltenen  (iHeder  verschwindet   aber  der   Inte- 
grand  der  (ileichung  (8)  zufolge;  somit  ergibt  sich 

(11)  X  =  /!(./•,  y)  ^  r{x,  y)  -  j  r{a,  y)  A'(./ ,  «)  d  «. 
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Auf  Grund  dieses  Resultats  kann  die  ursprüngliche  Integral- 
gleichung 

(12)  (px  =r  f.r  -f    \  K (./■,  a)(p  a.d a 

leicht  aufgelöst  werden;  setzt  mau  nämlich 

(13)  (px  =  /"a;  -+-  I  r(.i\  a)fa.(l a, 
so  findet  man 

(pa  =  fa  ^  j  r(a,ß)fß.(lß, 

\  K{u\  a)  q)a.d a  =  j  A'(.' ,  u)  fa .  (/ a 
+  jjr(a,ß)K{x,a)fß.dßda, 

oder,  indem  man  die  Integrationen  vertauscht  und  die  Gleichung 
(11)  oder 

f  r(«,  ß)K{x,  a)da  =  r(,r,  ß)  -  K{r,ß) 

berücksichtigt, 

f  K{x,  a)(pa.da  =  j  /i  (./",  a)  fa.da 

+  j/-/3.[r(..,/3)-Ä'(,r,/3)](7/5 

=  (px  —  fx^ 

womit  die  Gleichung  (12)  erwiesen  ist.    Diese  Gleichung  hat  also 
die  Lösung  (13). 

§52. 
Das   räumliclie  Dirichletsche  Problem;  spezielle  Durchführung. 

Um  die  allgemeinen  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
anwenden  zu  können,  muß  gezeigt  werden,  daß  die  durchgeführten 
Integrationen  zu  bestimmten  Werten  führen  und  in  der  Weise, 
wie  es  geschehen  ist,  vertauscht  werden  dürfen.  Dies  gelingt  mit- 
tels der  Sätze  des  §  40,  sobald  wir  uns  über  die  Unstetigkeit  von 
K'^{x^y)  und  K^{x,y)  klar  geworden  sind.  Für  diese  Größen  ist 
die  geschlossene  Fläche  ?}  das  Grundgebiet,  die  das  für  die 
Dirichletsche  Aufgabe  vorgelegte  räumliche  Gebiet  9i  umschließt. 

Aus  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Form  der  Größe 
K(a,  ß)  sieht  man  zunächst,  daß  dieselbe  unstetig  wird  wie 
cos  w/r^ii,  wenn  w  den  Winkel  zwischen  [den  Richtungen  N 
oder  Na  und  r«^  bedeutet.  Da  wir  nun  die  Fläche  5  stetig  ge- 
krümmt voraussetzen,  so  nähert  sich  der  Bruch  cosu/r«^  einer 
endlichen  Grenze,   wenn   die   Stellen   a   und   ß  zusammenrücken. 
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Die  Größe  K{a,  ß)  wird  also  unstetig  wie  1  /*a,i,  uud  mau  kauu 
für  ein  die  Stelle  ß  umfassendes  Gebiet  U,  das  hinreichend  klein  ist, 

setzen,  wobei  A  gegenüber  der  Stelle  a  eine  Konstante  bedeutet, 
deren  absoluter  Betrag  unter  einer  von  ß  unabhängigen  Grenze 
bleibt,  und  31  im  Gebiet  U  eine  stetige  Funktion  der  Stelle  a  ist. 
Man  nehme  nun  das  Gebiet  U  so  klein,  daß  es  sich  auf  eine 
gewisse  Ebene  eindeutig  in  das  schlichte  Gebiet  U  projiziert. 
Bezeichnet  man  in  diesem  durch  Taii  und  da  die  Projektionen 
des  Abstandes  ra^  und  des  Elementes  da^  so  bleiben  die  Ver- 
hältnisse Tajijrußt  dä/da  und  da/dcc  zwischen  positiven  endlichen 
Grenzen.     Daraus  folgt,  daß  man  setzen  kann 

(1)  \K{a,ß)ta.da  =  \-^ , 

»  ü 

wobei  J/o  im  Gebiet  U  endlich  und  stetig  ist,  wenn  fa  im  Gebiet 
U  eine  stetige  Funktion  des  Ortes  bedeutet.     Da  nun  das  Integral 

1*  da 

erstreckt  über  ein  innerhalb  fester   Schranken  liegendes  Gebiet, 
absolut  unter  einer  von  ß  unabhängigen   endlichen  Grenze  liegt, 
80   ist   die  Größe  (1)  endlich  und  ändert  sich  stetig  mit  /3,  wenn 
diese  Stelle  innerhalb  des  Gebietes  U  bleibt. 
Bildet  man  ferner  das  Integral 

lK{a,y)K{y,ß)dY. 
u 

in  dem  die  Stellen  a  und  ß  zunächst  dem  Gebiet  U  angehören 
mögen,  so  sieht  man  aus  den  durchgeführten  Betrachtungen,  daß 
man  das  Integral  in  der  Form 

M^dy 


.1  ra 


ü 

schreiben  kann,  wobei  die  überstrichenen  Größen  die  Projektionen 
der  nicht  überstrichenen  sind,  und  M^  dieselben  Stetigkeitseigen- 
schaften jwie  Jf"  besitzt.  Das  letzte  Integral  ist  aber  absolut 
kleiner  als  das  mit  einer  gewissen  positiven  Konstanten  multi- 
plizierte Integral 
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n 

dessen  Wert  wir  untersuchen  wollen. 

Zu  diesem  Zweck  nehmen  wir  an,  das  Gebiet  U  sei  die  Fläche 
einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  «,  ß;  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  Punktes  y  in  bezug  auf  die  Hauptachsen  dieser 
Ellipse  seien  |  und  rj,  und  die  Gleichung  der  Ellipse,  die  der 
bezeichneten  kon fokal  ist  und  durch  den  Punkt  y  geht,  sei 


:2  «2 

Setzt  man  ferner 


^  +  ^'  -  1 


a2  _  ^2  _  e2,       ^  =  a  cos  0,       r]  =  h  sin  0, 

so  ist  e  konstant  und  man  findet 

rjy  =  (a  cos  0  —  e)^  -|-  b^  sin^^^  =  (e  cos  qp  —  a)% 

r^y  =  (e  cos  6  -\-  a)-,      rayr^y  =  a»  —  e2  cos^  Ö, 

-,-        a(^,  ^)    ,,   ,,.         a2_e2cos2ß    7;   7/^ 
dy  r=     ^,    ;(  (/  b  (I I   =  d  b  d  IW^ 


j"     dy      C  dbd (p 


Hat  nun  die  das  Gebiet  II  umschließende  Ellipse   die  Halb- 
achsen Uq  und  ^05  so  folgt 

f  /i-  =  f  ^/«P  f  vtTT^I  =  -  2^1oge  +  \os04+ibFT^^). 

J   f-^y^ßy  J  J  1/624-C2 

n  00'' 

Diese  Größe  wird,  da  Fa^  :=  2r,  unendlich  wie  — 2  7rlog  ?„<  oder 
wie  —  2:n:logra^,  wenn  die  Stellen  a  und  ß  zusammenrücken. 
Dasselbe  gilt  daher  von  den  Integralen 

f  fy .  K{a,  y)  K(y,  ß)  dy,       K^{a,  ß)  =  f  A'(«,  y)K(y,  ß)  dy, 

wenn  fy  eine  beliebige  stetige  Funktion  des  Ortes  im  Gebiet  ^J 
bedeutet. 

In  Integralen  wie 

\fa.K^{ß,tt)da,    J/a.Z2(a,  ß)da  =^fa.da\  K{a,y)K{y,ß)dy, 

kann  daher  nach  §  40  die  Reihenfolge  der  Integrationen  nach  a 
und  y  umgekehrt  werden. 
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Man  übersieht  ferner  leicht,  daß  das  mit  einer  stetigen  Funk- 
tion f  gebildete  Integral 

flog,„,.^/Xa,/3) 

u 
über  ein  beliebiges  Gebiet  U  erstreckt  endlich  bleibt,  auch  wenn 
die  Stellen  «  und  ß  zusammenfallen.     Man  braucht  es  nur  in  die 
Form 

J  ^^  / 

u 

zu   bringen,   wobei   die   Größe  31  offenbar   im  Integrationsgebiet 

stetig  ist,  und  im  Gebiete  U  Polarkoordinaten  mit  ß  als  Zentnim 

einzuführen;  dann  folgt  das  Behauptete  aus  der  Tatsache,  daß 

flog  udu 

endlich  ist,  auch  wenn  man  an  die  Grenze  it  =  0  heranintegriert. 
Hieraus  folgt  weiter,  daß  das  Integral 

K^{a,ß)=JKia,r)K^y,ß)dy 

im  Grundgebiet  a-  endlich  und  stetig  ist,  und  die  Sätze  des  §  40 
zeigen,  daß  im  Integral 

jfa.K^a,ß)(la  =jfcc.claJK{a,  y)K^(y,  ß)dy 

die  Integrationen  vertauscht  werden  dürfen. 

Hiermit  sind  diejenigen  Teile  des  vorigen  Paragraphen  gerecht- 
fertigt, in  denen  von  der  Singularität  der  Größen  A',  7v2,  K^  Ge- 
brauch gemacht  und  Integrationen  unstetiger  Integranden  ver- 
tauscht werden. 

§53. 
Nullösungen  beim  räumlichen  Dirichletschen  Problem. 

Um  die  Kette  der  Schlüsse  vollständig  zu  machen,  die  das 
räumliche  Dirichletsche  Problem  erledigen,  bleibt  nach  §  51  noch 
entweder  zu  zeigen,  daß  die  Gleichung 

(px  =  c\  K{.i\  a)  (p  a  .  flu 

weder  wenn  c  den  Wert  Eins  hat,  noch  wenn  c  komplex  ist,  eine 
Lösung  besitzt;   oder  diese  Behauptungen   sind  für  die  Gleichung 

(1)  q)X  :=  c\  K{a,  :v)q)M.du 
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ZU  beweisen,  was  nach  §  51  dasselbe  leistet.  In  letzterer  Form 
ist  der  Beweis  leichter. 

Daß  zunächst  die  Gleichung 

(px  —  \  K (a,  ./ )  (pa.d a 

keine  Lösung  besitzt,  zeigen  die  Schlüsse,  durch  die  in  §  48  be- 
wiesen wurde,  daß  keine  Nullösung  zweiter  Art  existiert,  wenn 
man  nur  überall  log  r  durch  \  r  ersetzt. 

Um  sodann   die  Gleichung  (1)   bei  komplexen  AVerten  von  c 
als  unmöglich  nachzuweisen,  gehen  wir  von  der  Formel 

K{^,  0=)  =  -  4  rfX  (^j 
aus  und  schließen  aus  ihr 

K  (a.  x)  (f  a  .du  = r—  —nr~  \  —  l  d  a. 

Diese  Größe  ist  aber  die  im  Punkte  x  nach  der  iiichtuug  JS.,. 
wirkende  Komponente  der  Kraft,  die  das  Element  da  mit  der 
Masse  — da.  (pal 2  TT  belegte  im  Punkte  .r  ausübt.  Bilden  wir 
daher  das  Hächenpotential 


indem   wir   unter   x   auch   Stellen    im  Innern    oder   Äußern    der 

Fläche  5"   verstehen,    und   bezeichnen  durch   N  wie    bisher   die 

innere,  durch  iV'  die  äußere  Normale  dieser  Fläche,  so  können 
wir  wie  in  §  48  die  Gi'ößen 

M  =  j  K{a,  ./•)  (p  a  .da 

bilden,  und  ihre  Bedeutung  ist  folgende.  3/j  und  J/„  sind-  die 
(irenzwerte,  denen  die  in  der  Richtung  N  wirkende  Kraftkompo- 
nente zustrebt,  wenn  man  sich  dem  auf  der  Fläche  a  liegenden 
Punkte  X  von  innen  oder  außen  annähert,  etwa  auf  einer  zur 
Fläche  normalen  Geraden,  deren  Richtung  man,  ehe  die  Fläche  j} 
erreicht  wird,  als  Richtung  N  nimmt;  M  a])er  ist  die  nach  der 
Richtung  N,r  genommene  Komponente  der  Anziehung,  wenn  der 
Punkt  X   in  der  anziehenden  Fläche  $  selbst  liegt.     Die  Theorie 
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des  Flächenpotentials  gibt,  da  — q)  a .  {-2  tc)-^  die  Dichtigkeit  ist, 
die  Gleichungen 

oder 

Mi  —  Ma  =  2(px,     Mi-\-  3Ia  =  2M. 

Benutzt  man  daher  die  Gleichungen  (2),  so  führt  die  vorausgesetzte 
Beziehung  (1)  zu  der  Gleichung 

3Ii  —  Ma   =   C  (3Ii  +   3Ia) 

oder 

.„.  dU    .     dU  /  dU         du 


dN    '    dN'  \dy        dN\ 

dabei  bedeuten  die  Brüche  mit  dem  iS^enner  dN  den  durch  das 
Suffix  i  bezeichneten  Grenzwert,  die  Brüche  mit  dem  Nenner  dN' 
den  durch  a  bezeichneten,  was  wir  für  die  folgenden  Formeln 
festhalten. 

Zu  der  Gleichung  (3)  kommt  mau  auch,  wenn  c  komplex  ist. 
Dann  gilt  dasselbe  von  (jpa;  da  diese  Größe  aber  überall  nur 
linear  vorkommt,  so  sind  die  benutzten  Gleichungen  der  l'oten- 
tialtheorie  auch  bei  komplexen  Werten  der  Dichtigkeit  gültig, 
und  das  Potential  sowie  jede  Kraftkomponente  fällt  dabei  kom- 
plex aus. 

Es  sei  z.  B. 

U=  F+  Wi,      c  =  a  4-  hi] 

dann  zerfällt  die  Gleichung  (3)  in  die  beiden  folgenden: 

^\!lL  r^        (^Fl  \dW       dWl  _ 

dN  '^  dN'       " [dN        dN'\  "^     [dN        dN'j  ~    ' 

dW       dW         vdW       '^l^n  _/ I 'Lf^—   ^^n  — n 
IN  +  fiN'  ~  " [TIN  ~  ,1 N'  I  ['/  A'        d N'\  —  ^' 

Multipliziert  man  diese  Gleichungen  mit  W  und  —  V  oder  mit 
F  und  TF,  addiert  sie  und  integriert  über  das  Grundgebiet,  so 
vereinfacht  sich  das  erhaltene  Resultat  durch  die  Gleichungen 

deren  erste  unmittelbar  aus  der  Gaussischen  Integraltrausfonnation 
für  den  von  der  Fläche  $  umschlossenen  Innenraum  Üf  folgt,  die 
zweite  aus  derselben  Transformation  für  den  Aulienraum  der 
Fläche  5"  u"d  ^^^^  Unendlichkeitseigenschaften   der  gewöhnlichen 


da  =  0. 
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Potentiale.  Mittels  dieser  Gleichungen  findet  'man  durch  die 
angegebenen  Operationen  folgende  Gleichungen: 

h\W-^  äa-b^  W-^,da^b\^  V  -j^r^c^-b^  V^^^,  da  =  0, 

wofür  wir  kurz  schreiben 

bT=  0, 
und 

-  «^  +J  '  [dN  +  dN'T''  +  J  ^V^  +  dX')''''  =  ^- 

Wenn  nun  c  komplex,  also  b  von  Null  verschieden  ist,  ergibt 
sich  sofort 

Diese  Gleichung  transformieren  wir  mittels  der  Identitäten 

indem  vdr  durch  9i'  den  Außenraum  der  Fläche  ^"v  bezeichnen 
und  analoge  Gleichungen  für  W  aufstellen.  Die  linke  Seite  der 
zweiten  Gleichung  (4)  geht  dann  in  eine  Summe  von  Integralen 
negativer  Quadrate  über  und  die  Gleichung  zeigt,  daß  die  Ab- 
leitungen von  F  und  W  nach  |,  r],  ^  im  Außenraum  Of  wie  im 
Innenraum  9t  verschwinden,  die  Potentiale  V  und  W  im  ganzen 
Räume  konstant  sind,  die  zugehörigen  Dichtigkeiten  also,  mit 
denen  die  Fläche  ?y  belegt  ist,  d.  h.  der  reelle  und  imaginäre 
Teil  der  Funktion  9«,  verschwinden. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  keine  Lösungen  der  Gleichung  (1)  bei 
komplexen  Werten  von  c  existieren,  und  die  Entwickelungen  des 
ij  51  sind  soweit  ergänzt,  wie  es  nötig  war,  um  zu  zeigen,  daß 
die  Dirichletsche  Aufgabe  durch  den  dort  gegebenen 
Ausdruck  wirklich  gelöst  wird. 


Sechster  Abschnitt. 

Die  Fredholmschen  Reihen. 


§54. 

Formale  Auflösung  von  Integralgleichungen  und 

Integralgleichungssystemen. 

Ersetzt  man  die  Integralgleichung 

ilfx  =  fx  -\-  \  K  [x^  a)  xl)  u .  d  a 
durch  das  System  der  linearen  Gleichungen 

n 

()  =  1,  2,  ...  w, 
und  löst  diese  durch  Determinanten  auf,  so  wird  es  plausibel,  daß  die 
Integralgleichung  in  folgender  Weise  durch  die  Fredholmschen 
Reihen  aufgelöst  wird: 

i)X  —  fx  +  jj    D{x,  a)fa.da, 
I){x,u)  =  Äo(x,a) -\]—^  +2!        ' 

^—  ^  -  T\  -r  2\~  3\~^'"- 

In  diesen  ist  gesetzt 

\K(x,ij)   ^(.r,«i)    ...  A-' (.'•,««) 

I  £■(«„,?/)  £(«„,«,)  ...  Ar(a,„«„) 
^»  =  j.4„_i  (a,  «)</«. 
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Offenbar  bat  man  bier  mit  Determinanten  zu  tun,  deren 
Elemente  die  Form  K{x,a„),  K{a„,y),  K{a,„,Un)  baben.  Diese 
wollen  wir  kurz  durcb  (xn),  (h?/),  {)nn)  bezeicbnen.  Die  Deter- 
minanten baben  ferner  die  Eigenscbaft,  daii  das  erste  Argument 
der  Größen  (aß)  in  jeder  Zeile,  das  zweite  in  jeder  Spalte  dasselbe 
bleibt;  sie  sind  also  durcb  ibr  Diagonalglied  vollkommen  be- 
stimmt. Sie  mögen  demgemäß  durcb  das  in  eckige  Klammern 
gescblossene  Diagonalglied  dargestellt  werden.  Mit  dieser  Be- 
zeichnungsweise erbält  man 

A,{x,y)  =j...jcla,  ...  da„[{xij)  (11)  (22)  ...{nn)]. 

Wir  wollen  nun  die  Größe  An  (x,  y)  dadurcb  umformen,  daß 
wir  die  in  ibr  vorkommende  Determinante  nach  den  Gliedern  ibrer 
ersten  Spalte  ordnen.     Dann  finden  wir 

[(;r2/)(ll)...(,nO]  =  (a:i/)[(ll)(22)...(n>0]-(l2/)[(:rl)(22)...(mO] 
+  (2i/)[(xl)(12)(33)...(wn)]-(3^)[(^l)(12)(23)(44)...(nn)]  +  .... 

Die  Determinanten  der  recbten  Seite  sind  bier  nacb  folgendem 
Gesetz  gebildet.  Die  zweiten  Ziffern  sind  immer  die  der  Reibe 
I.  2,  ...  »,  die  ersten  Zeicben  sind  jc,  l,  2  ...  >t,  von  denen  suk- 
zessive das  erste,  zweite,  dritte,  ...  weggelassen  Avird.  Dem  ent- 
spricbt  es  vollkommen,  daß  man  Determinanten  baben  will,  bei 
denen  die  Spalten  aus  den  letzten  n  Spalten  der  ursprünglichen 
Determinante  gebildet  sind,  während  die  Zeilen  diejenigen  der 
ursprünglicbeu  sind,  nachdem  man  die  erste,  zweite,  dritte  Zeile 
weggelassen  hat  und  so  fort.  Nun  erhält  man,  indem  man  zwei 
Spalten  vertauscht,  oder  in  den  Elementen  unserer  Determinante 
die  an  zweiter  Stelle  stellenden  Ziffern  vertauscht,  die  folgen- 
den Gleichungen: 

[(j:l)(12)(33)...(n«)]  =  -  [(:^;2)(11)(33) ...  (wn)], 
[(:rl)(I2)(23)(44). ..(nn)]  =  [(.r3)  (11)  (22)  (44)  ...  (nn)], 
[(:r;l)(12)(23)(34)(ö.ö)...(nn)]  =  -[(a:4)(ll)(22)(33)(5.ö)...(nn)| 

Somit  ergibt  sich 

An{x,y)  = 
j...\da,  ...  da,  {{xy)[iii){22)  ...  (nn)j  -  (1 //)  l(:rl)  (22)  ...  (nn)J 

-(2t/)[(a:2)(ll)(33)...(nn)]-(3t/)[(:r3)(ll)(22)(44)...(»n)J}- 

Die  Integrale  der  einzelnen  rechts  auftretenden  Glieder  außer 

dem  ersten  sind  aber  identisch,   da   ein  mehrfaches  Integral  von 
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der  Bezeichnung  der  Integrationsvariablen  unabhängig  ist.  Man 
hat  z.  B.,  indem  man  die  Bedeutung  der  Integrationsvariablen 
«i  und  «2  vertauscht,  die  Gleichung 

j..-\doc,  ...  doc„{ly)[{xl){22)  ...  {nyi)] 

=  [...[(/«,  ...da„{2y)[{x2)(n){S3)  ...  {nn)]. 

Der  Wert  des  ersten  dieser  Integrale,  mithin  auch  der  aller 
anderen  kann  aber  offenbar  geschrieben  werden: 

jdaiK{oc,,y)^...^da.,  ...  da„[{xl){22)  ...  (nn)] 

=  J  Z  («1 , 3/)  J.„  _  1  (x,  «i)  (Z «1 . 

Da  ferner  offenbar  die  Gleichung 

^...^dcti  ...  f^a„[(ll)(22)  ...  (nn)]  =|  A_,  (a^,  a,)fZai  =  An 

gilt,  so  findet  man  die  Bekursionsformel 

(1)  Ä„ (x,  y)  =  An K{x,  y)  —  nj K(cc,  y)  An-i  (r,  a) da. 

Operiert  man  mit  den  Zeilen,  wie  hier  mit  den  Spalten  geschehen 
ist,  so  findet  man  eine  entsprechende  Rekursionsformel 

(2)  An  {x,  y)  =  An  K{x,  y)  —  nj  K(x,  a)  A  -i  («,  y)  da. 

Diese  beiden  Identitäten  genügen,  um  zu  zeigen,  daß  die 
Integralgleichung  durch  den  Quotienten  D(x^y)/IJ  erfüllt  wird, 
sobald  nur  feststeht,  daß  die  Reihe  D{x,y)  bezüglich  beider 
Argumente  im  Grundgebiet  gleichmäßig  konvergiert.  Unter  dieser 
Voraussetzung  finden  wir  nämlich,  indem  wir  von  der  Gleichung (1) 
oder 

ausgehen  und  über  n  summieren,  das  folgende  Resultat: 

-  K{x,  y)  +  D{x,  y)  =  K{x,  y){I)  -  1)  +  JÄ'(^,  a)D{a,  y)da 

oder  auch 

(3)  Dix,y)  =  JD.  K{x,  y)  +  j  K{x,  a)  D  (a,  y)da. 
Ebenso  leicht  ergibt  sich  aus  der  Formel  (2)  die  Gleichung 

(4)  D{x,  y)  =  D.K{x,  y)  +  JÄ'(a,  y)D{x,  a)da. 

Die  Formeln  (3)  und  (4)  sind  also  bewiesen,  sobald  die  bezeich- 
nete Eigenschaft  der  Fredholmschen  Reihen  feststeht. 

Kneaer,  Integralgleichungen.  |g 
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Hier  möge  noch  beiläufig  bemerkt  werden,  daß  die  Fred- 
holmschen  Reihen,  wenn  sie  die  Integralgleichung  mit  stückweise 
stetigem  Kern  auflösen,  auch  dasselbe  für  Systeme  von  Integral- 
gleichungen leisten. 

Seien  z.  B.  die  Gleichungen 

1  1 

(pi'x  ^=  f^x  -\-  \  Jlji  (ä',  «)  (p^ci .da  -\-  \  K22  {Xy  a)(p2cc.da 

0  ö 

vorgelegt,  in  denen  über  ein  lineares  Gebiet  integriert  wird, 
innerhalb  dessen  die  Funktionen  Kfir{x.,  a)  bezüglich  jedes  Argu- 
ments stückweise  stetig  sind;  cp^x  und  (p2X  seien  die  Unbekannten. 
Dann  setze  man  für  die  Gebiete 

1.  0  ^  ^-  ^  1,  0^7/^1, 

2.  0  ^  a;  ^  1,  1  ^  y  ^  2, 

3.  1  ^  a;  ^  2,  0  ^  ^  ^  1, 

4.  1  ^  a;  ^  2,  1  ^  ^  ^  1 

die  folgenden  Definitionen  an,  deren  jede  sich  auf  das  gleich 
numerierte  Gebiet  bezieht: 

1.  K(x,y)  =  K,,{x,y), 

2.  7l (a-,  y)^  K,2{x,  y  —  l), 

3.  K(x,  tj)  =  ivai  (■«  —  1,  //), 

4.  K{x,  ij)  =  7122  {x  —  \,  y  —  1). 

Ferner  gelte  das  erste  oder  zweite  der  Gleichungssysteme 

(px  =  (px-^,    fx^=f^x\      fx  =  fiix  —  l\    (p X  =  <Pi  (x  —  l), 

je  nachdem  x  der  Strecke  von  0  bis  1  oder  von  1  bis  2  an- 
gehört.   Dann  können  die  Gleichungen  (.'))  in  die  eine  Gleichung 

2 
(px  =  fx  -\-  \  K (x,  a)  (pa.da 

ö 

übergeführt  werden,  deren  Kern  auf  der  Strecke  von  0  bis  2 
stückweise  stetig  ist,  wenn  dasselbe  von  den  Größen  A',..  auf  der 
Strecke  von  0  bis  1  gilt. 

Diese  Betrachtung  kann  offenbar  leicht  verallgemeinert 
werden. 
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§55. 
Der  Hadamardsche  Determinantensatz. 

Zu  den  wichtigsten  Eigenschaften  der  Fredholmschen  Reihen 
fühlt  folgende  algebraische  Betrachtung. 

Unter  einer  orthogonalen  Substitution  versteht  man  bekannt- 
lich eine  lineare  Substitution  von  der  Form 


y,  - 

l.n 

^»  p  '^0  5 

bei  welcher 

die  Identität 

y^  = 

l,n 

besteht.  Hat  man  speziell  n  =  2,  so  lehren  die  offenbar  zu- 
sammen bestehenden  Gleichungen 

yi  =  Xi  cos«  —  Tg  sin«, 
j/2  =  Xi  sin  a  -\-  X2  cos  a, 
xl  +  xl  =  2/,-  +  yi, 

in  denen  a  ein  beliebiger  Winkel  sein  kann,  daß  es  eine  ortho- 
gonale Substitution  gibt,  bei  der  die  Koeffizienten  einer  Reihe 
sich  zu  einander  verhalten  wie  gegebene  Größen,  die  nicht  alle 
gleich  Null  sind. 

Diesen  Satz  kann  man  leicht  durch  vollständige  Induktion 
auf  Substitutionen  in  beliebig  vielen  Variablen  ausdehnen.  Sei 
nämlich  der  Satz  für  n  —  1  Variable  bewiesen ,  so  daß  in  den 
zusammen  bestehenden  Gleichungen 

l,n— 1  l.n  —  1  l,n  — 1 

^  ay,,Xo  =  yy,        2  y^  =  S  ^^ 
bewirkt  werden  kann,  daß 

«11    ==   A^i,  «12   =   AC2,  ...   flfi^n  — 1   =   ^^n  — 11 

wobei  Ci,  C2,  ...  Cn—i  beliebig  gegebene  Größen  sind,  die  nicht 
alle  verschwinden,  und  A  ein  endlicher  Proportionalitätsfaktor 
ist.  Dann  fügen  wir  das  Variablenpaar  x»  =  y»  hinzu,  so  daß 
die  Gleichung 

1 ,  n  1 ,  )i 

15* 
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gilt,  und  bildet  weiter  die  Substitution 

jZi  =  ifi  cos«  —  i/„  sin  a, 

Zn  =  2/1  sin  a  -\-  ij„  cos  a, 

^2   =  Vii         'S's   =  2/3  1  •  •  •   ■2'n  —  1   =  ?/n  —  1  • 

Alsdann  haben  wir  offenbar  die  Gleichung 

l.n  1.  n  ],  n 


2  ^'  =  2  y^  =  S  ^' 


und  speziell  die  Beziehung 

] ,  »1 — 1 
^j  =  cos«  ^]  ttiva;»  —  Xn  sina. 

Die  Koeffizienten  dieses  Ausdrucks  sind 

Aci  cos«,      Acjcosa,      ...  Ac„_i  cos«,      — sin«, 
und  man  kann  durch  passende  Wahl  des  Winkels  a  bewirken,  daß 

—  sin  a  =  c„  A  cos  a , 
wenn  c„  eine  beliebig  vorgeschriebene  Größe  bedeutet.  Auf  diese 
Weise  ist  erreicht,  daß  die  Koeffizienten  in  der  ersten  Reihe  der 
die  Variablen  x  und  z  verknüpfenden  Substitution  den  willkür- 
lich gegebenen  Größen  Cj,  Cj,  ...  c„  proportional  sind.  Die  Argu- 
mentation versagt  nur,  wenn  n  —  1  Größen  c  verschwinden;  dann 
ist  aber  die  gesuchte  orthogonale  Substitution  einfach  eine  Per- 
mutation der  Größen  Xy,  bei  der  x^  und  x^  sich  vertauschen. 

Jetzt  seien  Xn,  x^t,  •••  ^»»i  indem  man  v  =^  1,  2,  ...  n  setzt, 
n  Wertsysteme  des  Variablensystems  x^,  a^j,  ...  .r„,  und  man  wende 
auf  dieses  eine  orthogonale  Substitution  in  der  schon  oben  ge- 
brauchten Form  an,  indem  man  setzt 

l,n 

(? 
Die    jenen   n   speziellen    Wertsystemen    entsprechenden   Systeme 
der  Größen  y  seien  i/i,,  ?/2v,  ...  ?/„*.     Dann  kann  man   nach  dem 
oben  erhaltenen  Resultat  die  Koeffizienten  «  so  wählen,  daß  die 
Gleichungen 

yi2  =  y^3  =  ■■■  =  yin  =  0 

gelten.     Denn  das  gibt  die  n  —  1  homogenen  Gleichungen 

l,n 

2  "iv^(^"  =^  ^'       ö  =  2,  3,  ...  n, 
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(Ue  man  immer  durch  Unbekannte  erfüllen  kann,  deren  Werte 
nicht  sämtlich  verschwinden.  Diesen  Unbekannten  können  dann, 
wie  gezeigt,  die  Größen  a„,ai2,  ...  «m  proportional  gesetzt  werden. 
Weiter  transformiere  man  die  Variablen  t/2,  ^3,  ...  y»  durch 
eine  orthogonale  Transformation  derart  in  die  neuen  Variablen 
^2,  ^3,  • . .  ^n,  daß  die  Gleichungen 

^23    =  ^24    =    •  ■  •   =   "^2  >»   =    0 

bestehen,  in  denen  allgemein  ^av,  ^sn  •.•  ^nv  das  W^ertsystem  be- 
deutet, das  dem  System  yori  Vs '■>•■•  ynv  entspricht.  Die  hierzu 
dienende  Substitution  kann  zugleich  als  eine  Transformation  der 
w Variablen  t/j,  //2,  ...  y,,  angesehen  werden,  indem  man  die  eine 
Gleichung  ^j  =  yi  hinzufügt.  Dann  kann  auch  das  Variablen- 
system -?!,  ^21  ••• 'ä',.  als  durch  orthogonale  Transformation  aus 
den  Variablen  a;,,  a^a,  ...  ic,.  hervorgegangen  erscheinen  und  die 
speziellen  Werte,  die  den  Größen  Xur  entsprechen,  bilden  ein 
System  von  folgender  Gestalt: 

^11    0      0      .  .  .    0 
21      22  .  •  •    u 

^31       '^32      "^33      •   •   •      ■'Sn 

In  diesem  enthalten  die  erste  und  zweite  horizontale  Reihe  rechts 
von  der  Diagonale  nur  Nullen.  Auf  diese  Weise  geht  man 
weiter  und  stellt  ein  System  her,  in  welchem  die  drei  ersten 
Reihen  dieselbe  Eigenschaft  haben,  die  soeben  für  die  erste  und 
zweite  erreicht  wurde.  So  fährt  man  fort,  bis  man  schließlich 
erreicht  hat,  daß  die  n  —  1  ersten  Reihen  rechts  von  der  Dia- 
gonale nur  Nullen  enthält.  Sind  die  letzten  Variablen  t,  so  hat 
man  dann  ein  Größensystem  von  der  Form 

t,,         0  0  ...  0 

t,,  ^22  0  ...   0 

^»  —  1,1    ^n  — 1,2    '»1  —  1.3    ...    0 
'  n  1  ^n  2  '  n  3  •  •  •    ^n  ii 

erzielt  und  der  Wert  der  aus  diesem  gebildeten  Determinante 
ist  offenbar  f,,  '22  •••  '««• 

Nun  haben  die  Determinanten  der  orthogonalen  Substitution 
stets  den  Wert  +  1 ;  die  Determinante  des  transformierten  Größen- 
systems ist   gleich  der   des   ursprünglichen   multipliziert   mit   der 
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Substitutionsdeterminante.  Daraus  folgt,  daß  die  ursprüngliche 
Determinante  dem  absoluten  Werte  nach  gleich  dem  Produkt 
der  n  Größen  t,,  ist,  die  durch  orthogonale  Substitution  aus  den 
ursprünglichen  Grüßen  i\,y  abgeleitet  sind. 

Jetzt  werde  vorausgesetzt,  die  Größen  a^u.  seien  dem  abso- 
luten Betrage  nach  nicht  größer  als  1.  Die  Größen  t  seien  in 
der  Form 

l,n 

fv     =     2     byoXg 

angesetzt  und  es  besteht  die  Gleichung 

1.  II  l,n 

Aus  dieser  folgen  bekanntlich  unmittelbar  die  Gleichungssysteme 


l,n 


Da  nun  zwischen  beliebigen  reellen  Größen  Cv,  a\  die  allgemeine 
Ungleichung 

\      O  /  O  V 

gilt,  so  folgt,  indem  man  Co  =  6»,,  setzt, 

ir  ^  2  -^^  2  ^'''>-    ^'  ^  2  *■- 


Bei  der  Annahme  |  a:»  |  ^  1  folgt  also 
speziell  ergibt  sich 

Da  ferner  für  die  Determinante 


^  = 


oben  die  Gleichung 


^22 


Xin 


Xn  1      X<, 
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\J\  =  t,^t^^  ...  ^„„ 

abgeleitet  ist,  so  folgt 

|z/|  <|/^, 

und  die  Hadamardscbe  Ungleichung  ist  vollständig  bewiesen. 

Diese  Ungleichung,  die  zunächst  nur  für  den  Fall  reeller 
Elemente  Xux  abgeleitet  ist,  bleibt  richtig,  wenn  die  in  einer 
Spalte  stehenden  Elemente  sämtlich  rein  imaginär  sind.  Hat 
man  daher  eine  Determinante  aus  komplexen  Elementen,  die 
sämtlich  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  1 ,  etwa 
die  Determinante  der  Elemente  auv  -j-  «bu.,  wobei  die  zweiten 
Zeiger  in  den  Spalten,  die  ersten  in  den  Reihen  konstant  bleiben, 
und  zerlegt  man  die  Determinante  entsprechend  den  beiden  in 
jeder  Spalte  stehenden  Summanden  in  Determinanten,  deren 
Spalten  entweder  aus  Gliedern  wie  «n,  a2v,  ...«„,  oder  aus 
Gliedern  wie  ih-io^  ih-i,,,  ■••  i^no  bestehen,  so  ist  die  Anzahl  dieser 
Summanden  2".  Auf  jeden  einzelnen  von  ihnen  kann  die  für 
reelle  Elemente  geltende  Hadamardscbe  Ungleichung  angewandt 
werden.  Die  Determinante  der  komplexen  Elemente  Ou.  -|-  ibuv 
ist  also  absolut  kleiner  als  2")n",  wenn  die  absoluten  Beträge 
der  Elemente  kleiner  als  1  sind. 

Hieraus  schließt  man  sofort,  daß  der  absolute  Wert  einer 
Determinante  mit  reellen  oder  komplexen  Elementen,  die  sämtlich 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  g  sind,  unter  der  Grenze 

hegt. 

§  56. 
Die  Konvergenz  der  Fredholmschen  Reihen. 

Das  erhaltene  Resultat  wenden  wir  auf  die  Determinanten 
an,  die  in  den  Ausdrücken  An{x,ti)  und  An  vorkommen.  Der 
Kern  K{x^  y)  sei  im  Grundgebiet  als  Funktion  jeder  der  Stellen 
X  und  y  stückweise  stetig,  übrigens  reell  oder  komplex.  Dann 
gibt  es  eine  solche  positive  Konstante  (/,  daß  die  Ungleichung 

\K{x,y)\<g 
gilt,  wenn  die  Stellen  x  und  y  das  Grundgebiet  durchlaufen,  und 
man  findet  sofort  die  Ungleichungen 

M„|<^"(2Vw)"c", 
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in  denen  c  den  Wert  des  Integrals  \dx^  erstreckt  über  das  Gruud- 
gebiet,  bedeutet.  Die  einzelneu  Glieder  der  Keibe  D{x,y)  sind 
daber  absolut  kleiner,  als  die  entsprechenden  der  Keibe 

1,» 


R  =  l  J^^  {2gy^^  (in^lf^^  '-^ 


Diese  ist  aber  konvergent.  Denn  der  Quotient  zweier  auf  ein- 
ander folgender  Glieder  ist,  wenn  man  das  folgende  als  Zähler, 
das  vorhergehende  als  Nenner  nimmt,  einfach 


^^    ^     \\      n     /  n  +  1        V,j   I    i  \   ^nj' 


und  da  die  Größe 


+  -)" 


dem  Grenzwert  e  mit  wachsenden  Werten  von  n  zustrebt,  so  ist 
der  Wert  dieses  Quotienten  bei  hinreichend  großem  Wert  von  n 
beliebig  klein.  Mit  der  Reihe  li  ist  aber  auch  die  Keihe  D  zu 
vergleichen.  Auch  sie  konvergiert  jedenfalls  nicht  schlechter  als 
die  Reihe  ü.  Da  diese  ferner  von  den  Stellen  .r,  y  gänzlich  un- 
abhängig ist,  konvergiert  die  Reihe  D{i\  y)  gleichmäßig.  Damit 
sind  die  notwendigen  Grundlagen  gegeben,  um  aus  der  Rekursions- 
formel des  ^  54  die  Gleichungen 

(1)  n{x,y)  =  DK{x,y)  -\-\K{a,y)D{x,u)du, 

(2)  D  (rr,  y)  =  DK(x,  y)  +  ]  A'(.r,  «)  D  («,  y)da 

erschließen  zu  können,  die  somit  für  beliebige  symmetrische  oder 
unsymmetrische  Kerne  K  (x,  y)  der  oben  bezeichneten  Art  be- 
wiesen sind. 

Ist  ferner  D  von  Null  verschieden,  so  liefert  die  Formel 

i^x  =  fx  -\-  j-\  V (ar,  «)  fu . (l « 

eine  Lösung  der  Gleichung 

tl^x  =  fx  -\-  [ K(x,  a)iptt.(J a. 

Ein  besonders  wichtiger  Spezialfall  ist  der,  daß  der  Kern 
K  (x,  y)  eine  ganze  rationale  Funktion  eines  Parameters  l  ist, 
der  auch  komplexe  Werte  annehmen  kann.  Beschränkt  man  diese 
auf  ein  festes,  übrigens  beliebiges  Gebiet  ®,  so  liegt  die  Funktion 
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K{x^  y)  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  von  k  unab- 
hängigen Grenze  g,  und  die  Reihen  D  und  B  {x,  y)  konvergieren 
gleichmäßig  auch  in  bezug  auf  A,  sind  also  nach  dem  Theorem  von 
Weierstraß  im  Gebiete  ®  reguläre  analytische  Funktionen  von  A. 
Da  nun  diese  Folgerung  für  ein  beliebiges  Gebiet  (5)  gezogen 
werden  kann,  so  sind  die  Größen  D  und  l){x,y)  ganze  tran- 
szendente Funktionen  von  A. 

Enthält  die  Grüße  K  {x,  y)  den  Parameter  A  als  einfachen 
Faktor  und  bezeichnen  wir  durch  K{x,y)  und  D{x,y)  die  Größen, 
die  bisher  K(x,  y)ß  und  D(t,  y)ß  hießen,  so  finden  wir,  daß 
die  Funktionalgleichung 

•^x  z=  fx  -\-  X{K{x^a)il>a.da 

durch  einen  Quotienten  zweier  ganzer  Funktionen  von  A, 
also  durch  eine  meromorphe  Funktion  dieser  Größe  ge- 
löst wird,  womit  die  Schmidtsche  Formel  verallgemeinert  wird. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Lösung,  wenn  wir  fx  durch 
K{x^  y)  ersetzen ;  dann  erhält  man  einfach  die  Fredholmsche 
Resolvente 

(3)  ipx  =  K{x,  y)  -\-  k\K(x,  a^tpa.dcc, 

aus  der  man  schließt,  daß  t^  dem  lösenden  Kern  r(x,y)  gleich- 
zusetzen ist;  dieser  hat  den  Wert 

r(.,,)  =  ^), 

wie  aus  der  Gleichung  (1)  hervorgeht.    Die  Reihen  J)  und  D(x,y) 

haben  jetzt  entsprechend  der  geänderten  Bezeichnung  die  folgende 

Gestalt 

A2 
2)  (x,  y)  =  K{x,  y)  —  kA,  (x\  y)  ^  Y^A^ix^y) , 

I)=l-kA,  -f^^ 

und  aus  der  Beziehung 

An  =J  ^„-1  («,«)(/« 

folgt  die  Gleichung 

^Dix,x)dx  =  -  j^. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  bemerkenswerte  Folgerung  unter 
der  Voraussetzung 
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D  1"==^'=  0. 

Mau  entwickele  auch  die  Größe  B  (.r,  y)  nach  Potenzen  von  /.  —  Aj 
und  es  sei  etwa 

D{x,y)  =  A  0',^)  (A  -  K)'  4-  A(^',2/)  (A  -  Kf"  +  •••. 

Dann  sind  7),  (:i',  ?/)  nach  der  Bildungsweise  der  Reihe  D  {x,  y) 
stetige  Funktionen  von  x  und  ?/,  deren  erste  nicht  identisch  ver- 
schwindet.    Die  Größe 

\I){x^  x)dx 
enthält  mindestens  die  Potenz  (A  —  A^)   als  Faktor  und  dasselbe  gilt 
von  dD/dk,  mithin  enthält  D  mindestens  die  Potenz  (A  —  k^f'^^. 
Die  Stelle  A,   ist  also  sicher   ein  Pol   für  den   Bruch  D(x,i/)  D, 
und  die  Gleichung  (1)  ergibt 

wobei  rechts  nur  Glieder  weggelassen  sind,  die  eine  ganze  durch 
A  —  Aj  teilbare  Funktion  von  A  bilden.  Nun  ist  auch  D  durch 
(A  —  Aj/,  wie  gezeigt,  teilbar  und  gibt  einen  Quotienten,  der  für 
A  =  Aj  verschwindet;  mithin  erhält  man  die  Gleichung 

A  {x,  y)  =  A,  J  Z>i  (a,  y)  K{x,  u)da, 

und  da  I)i{x,y)  nicht  identisch  verschwindet,  kann  man  y  so 
fixieren,  daß  eine  nicht  identisch  verschwindende  Funktion  von  x 
herauskommt.  Damit  hat  man  eine  Lösung  der  homogenen 
Integralgleichung 

(p  X  =r  Ai  [  K{x\  a)  cpa.  da 

gewonnen.  Eine  solche  ist  vorhanden,  wenn  D  an  irgend  einer 
Stelle  A  =  A,  verschwindet. 

§57. 
Die  Fredholmschen  Reihen  und  die  symmetrischen  Kerne. 

Daß  die  Größe  IJ  bei  reellen  symmetrischen  Kernen,  also  unter 

der  Voraussetzung 

K{x:y)  =  K{y,  .'), 

immer  mindestens  einmal  verschwindet,  kann  jetzt  auf  eine  neue 
Weise  leicht  gezeigt  werden.  In  der  Tat  versuchen  wir  den  lösenden 
Kern  r(x^  y)  nach  Potenzen  von  A  zu  entwickeln,  so  müßte  die 
erhaltene  Reihe  beständig  konvergieren,  wenn  der  Nenner  D  nir- 
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gends  verschwinden  sollte.  Läßt  sich  also  zeigen,  daß  diese  Reihe 
nicht  beständig  konvergieren  kann,  so  wird  notwendig  mindestens 
eine  Wurzel  der  Gleichung  D  ^=  0  vorhanden  sein. 

Aus  der  Gleichung  (3)  des  §  56  ergibt  sich  nun,  wenn  wir 
tx  =  r{.c,  ij)  =  K{x,  y)  +  XK^{x,  y)  +  k^K^x,  y)  ^  ■-■ 
ansetzen,  sofort  die  allgemeine  Beziehung 

K"  + '  (.'■,  y)  =  I K"  («,  y)  K(,T,  a)da. 

Die  Größen  K^  sind  also  mit  den  in  §  44  ebenso  bezeichneten 
identisch  und  es  besteht  wie  dort  die  Gleichung 

^-  +  "(.r,  y)  =1^'"  {X,  a)K"(y,  a)da. 

Aus  dieser  folgt  unmittelbar,  wenn  2>,  2  beliebige  reelle  Kon- 
stanten sind, 

\[l^K'\x,  y)  +  3Ä^"(.r,  yy^dx  ^  0, 

V^\K"\r,y)K^{x,y)dx  +  ^pq^K""  {x,y)K'' {,v,y)dx 

-^q^\K^{x,y)K\x,y)dx^Q 
oder 

V'K'-{y,y)  +  2pqK-^'\y,y)  +  q^K'^y,y)  ^  0. 

Setzt  man  speziell  «  =  w  -f-  2  und  x  für  t/,  so  ergibt  sich  hieraus 
(1)  K'"'{x,  x)E^'^^\x,  x)  -  [K'"'^\x,  x)f  ^  0. 

Wenn  nun  K^"^  (x,  x)  für  irgend  einen  Wert  von  x  ver- 
schwindet, so  würde  diese  Ungleichung  sofort  dasselbe  für 
K^"''^^{x^x)  und  ebenso  für  alle  folgenden  Größen  K^''{x,x)  er- 
geben.   Die  Größe 

Ä"2  (,r:^  .r)  ^  j  K{cc,  :>;)2  da 

ist  aber  offenbar  positiv;  wäre  K^\x,x)  die  erste  Größe  ihrer 
Art,  deren  Exponent  eine  Potenz  von  2  ist  und  die  verschwindet, 
so  ergäbe  die  Identität 

K^'(x,x)  =JK''{x,ccydoc, 

daß  auch  K'  {x,  x)  verschwände ,  was  der  Definition  des  Zeigers 
2s  widerspricht.  Da  nun,  wenn  überhaupt  eine  Größe  K'"(x,x) 
den  Wert  Null  hätte,  dasselbe  auch  von  einer  ebensolchen  Größe 
gelten  müßte,  in  der  für  2n  eine  Potenz  von  2  gesetzt  ist,  so 
zeigen  die  erhaltenen  Resultate,  daß  alle  Größen  A'""'(./-,  r)  po- 
sitiv sind. 
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Jetzt  ergibt  die  erhaltene  Ungleichung  (1),  daß  die  Reihe 


für  gewisse  Werte  von  A  divergiert;  denn  der  Quotient  eines 
Gliedes  durch  ein  vorhergehendes  ist 

K'"{x,x) 
Nach  der  Ungleichung  (1)  ist  aber 

X^"  +  -(^,.r)  ^  K'^  +  Ux^x) 
K'"{x,x)  =  K"'  +  \x,xy 
und  die  Nenner  sind,  wie  gezeigt,  von  Null  verschieden.  Somit 
folgt,  daß  der  Quotient  Qn  mit  n  anwächst,  also  bei  passender 
Wahl  von  A  immer  größer  als  Eins  ist.  Die  Reihe  R  ist  also 
divergent;  sie  ist  aber  nur  als  Teil  in  der  Taylorschen  Reihe 
r  (x,  x)  enthalten ;  mithin  kann  diese  nicht  beständig  konver- 
gieren. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  Größe  D  mindestens  eine  Null- 
stelle als  Funktion  von  A  besitzt;  jeder  stetige  symmetrische 
Kern  hat  also  mindestens  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende Eigenfunktion. 

Sei  nun  Aj  irgend  ein  Pol  der  meromorphen  Funktion  r(.i\,y), 
und  gelte  in  der  Umgebung  der  Stelle  Aj  folgende  Entwickeluug: 

durch  fk  seien  dabei  stetige  Funktionen  der  Argumente  .r,  ^/, 
durch  ^^  eine  Potenzreihe  bezeichnet.  Dann  gibt  die  Gleichung  (3) 
des  §  56: 

=  K{x,y)-^X  [^(:r,«)[/4!'^^),+  ---  +  ^'-^^)]^ 

oder 

fu(x,y)  4-  (A  -  AOA-,  (.r,y)  +  (A  -  k,y%{k  -  A,) 

=  K{x,  y)  (A  -  X,f  4-  A  f  K(x,  oc)  f,  («,  y)  da 
-f  (A-AO|ü:(:r,a)A_,(«,2/)rf«-h(A-AO='^3(A-AO, 

wobei  ^1,  ^21  ^3  wiederum  Potenzreihen  bedeuten.  Setzt  man 
hier  A  =  Aj,  so  findet  man 
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fk  {x,  y)  =  Ai  j  K{x,  a)  fu  (a,  y)  da. 
Differenziert   man    dagegen    erst   nach   A    und   setzt   erst   in   der 
erhaltenen  Gleichung  A  ^=  Aj,  so  findet  man 

fk-i {x, y)=j K{x, ci)  fu  (a, y)da  -\-  k,j K{.r, a)  fk-i(a, y)du 
=  ^^^^  4-  A,  ^K(x,u)f,_,{a,y)du. 

Kombiniert  man  die  beiden  letzten  Gleichungen,  indem  man  die 
erste  mit  fk—i{x,y),  die  zweite  mit  fki^.y)  multipliziert,  und  die 
Differenz  beider  bildet;  integriert  man  sodann  nach  x,  so  ergibt  sich 

0  =  ^^fu{x,yydx 

4-  Aj  J K(x,  a)  {fk {x,  y)fk-i  («,  y)  —  fu  («,  y)  fk- 1  {x,  y)}  da dx. 
Hier  ist  das  letzte  Integral  bei  symmetrischem  Kern  gleich  Null; 
also  müßte  auch  fk{x,y)  identisch  verschwinden  entgegen  der 
Voraussetzung.  Die  Zahl  k  kann  also  nicht  größer  als  Eins  sein; 
im  Falle  eines  symmetrischen  Kerns  sind  alle  Pole  des 
lösenden  Kerns  einfach. 

In   der   Umgebung   eines    solchen   Poles   sei   diese   Größe   in 
der  Form 

(2)  r{x,y)  =  ^^)  =  -  ^iM.)  +  ^  (A  -  A,) 

entwickelbar.     Dann  ist  die  Größe 

r  (r  ,A  —  ^(^^y)  1  f^i^^y) 

^rK^.y)-   ~j)     +n^ 

an  der  Stelle  A  =  Aj  nicht  mehr  singulär.  Beschränken  wir  uns 
nun,  was  nach  §  44  erlaubt  ist,  auf  symmetrische  Kerne,  die 
keine  anderen  als  positive  Eigenwerte  besitzen,  so  ist  einer  von 
ihnen  der  kleinste;  er  werde  durch  Aj  bezeichnet.  Dann  liegt  in 
der  Ebene  der  komplexen  Größe  A  auf  iler  Kreisfläche  mit  dem 
Radius  |  Aj  |  kein  anderer  Pul  als  Aj.  Die  Taylorsche  Entwicke- 
lung  der  Größe  r^(x,y)  konvergiert  also  noch  für  einen  Wert 
X  =  kl  -\-  r,  in  welchem  r  eine  positive  Größe  bedeutet.  Diese 
Entwickelung  kann  explizit  in  folgender  Form  angegeben  werden : 

r,{x,y)  =  K{x,y)  +2  K'''-\x,y)r  +  (>-^^-^ 
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Da  nun  diese  Reihe  konvergiert,  wenn  man  k  =  k^  -\-  r  setzt, 
so  folgt 

Jim  [(^K"^\,,y)  -  (^^^  (A,  -f  r)"]  =  0 

oder 

hjn  [^^^^^  (aI'  ' '  K"  '  '  (A  y)  -  f.  {A  y))]  =  0, 

also  a  fortiori 

/•,(^,y)  =  lim[V  +  ^A'"  +  ^(rt-,y)]. 

n  =  1 

Da  nun  nach  dem  Obigen  fi{x^y)  eine  Eigenfunktion  des  Kerns 
ist,  so  ist  wiederum  das  Verfahren  des  §  44  abgeleitet,  eine  Eigen- 
funktion durch  einen  Grenzprozeß  herzustellen,  sobald  der  zu- 
gehörige f^igenwert  gefunden  ist. 

Aber  auch  für  diesen  selbst  ergibt  sich  aus  der  erhaltenen 
Formel  ein  Grenzprozeü ,  durch  den  man  ihn  herstellen  kann. 
Da  nämlich  die  Produkte 

bei  wachsenden  Werten  von  n  einander  nahezu  gleich  werden, 
so  ergibt  sich 

A.=lim-^^),      A?  =  lim-^:^. 

Diese  Ausdrücke  werden  illusorisch,  wenn  der  Nenner  ver- 
schwindet. Man  vermeidet  dies  bei  dem  zweiten  nach  den  oben 
durchgeführten  Betrachtungen,  indem  man  n  gerade  nimmt  und 
ji:  =  y  setzt.  Ein  spezieller,  vielleicht  zweckmäßiger  Grenzprozeß 
wird  durch  die  Formel 

3  2»»  ==  hm , ;      ^ 

^^  n=.o.  K^^  +  \X,X) 

angegeben. 

Beiläufig  findet  man  auch  noch  leicht  eine  Formel,  durch 
die  die  Anzahl  der  zu  dem  Eigenwert  Aj  gehörigen  Eigenfuuktioneu 
bestimmt  werden  kann.    Erinnert  man  sich  nämlich  der  Formeln 

f  1) (,r, X) dx  =  -  '§,     ^  =  K(,x, .)  +±K'^'  (.,, .) r, 

*'  n 

und  setzt  wie  früher 
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SO  findet  man  die  Taylorsche  Entwickelung 

und  der  absolut  kleinste  Pol  dieser  offenbar  meromorpheu  Funk- 
tion ist  wiederum  A^.  Ist  nun  A  =  A^  eine  g- fache  Nullstelle 
der  ganzen  Funktion  D,  so  kann  man  in  folgender  Form  ent- 
wickeln 

Vergleicht  man  die  beiden  für  die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
erhaltenen  Reihen,  so  findet  man  durch  die  bei  den  Entwicke- 
lungen  (2)  und  (3)  gezogenen  Schlüsse 

g  =  lim  (L^„Ar). 

n=:oo 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  gibt  aber  nach  §  46  die  Anzahl 
der  linear  unabhängigen  Eigenfunktionen,  die  zum  Eigenwert  Aj 
gehören.  Diese  Anzahl  ist  also,  wenn  nur  positive  Eigenwerte 
vorhanden  sind,  gleich  der  Vielfachheit  der  Nullstelle  A  =^  Ai  in 
der  ganzen  Funktion  D. 
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Definiert  man  die  Hermiteschen  Polynome  durch  die  Gleichung 


so  sind  die  Größen 


auf  der  Strecke  von  —  oo  bis  -\-  oo  die  Eigenfunktionen  eines  symmetri- 
schen Kernes  K(x,y)  mit  unstetiger  erster  Ableitung,  der  für  den  Fall  .t  < .'/ 
durch  die  (Ueichung 

X  u 

—  00  -f-  X 

definiert  wird,  und  zwar  gilt  die  Gleichung 

-l-x 

</-„  a'  =  (2  »  -j-  2)  j  K  (x,  oc)  ./  „  «  .  d  «. 
—  » 
Eine  Funktion  f'x  ist  auf  der  ganzen  Strecke  von  —  X)  bis  -f  oc  nach  den 
Funktionen  (p^x  entwickelbar,  wenn  sie  ebenso  wie  ihre  ersten  beiden  Ab- 
leitungen an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  unstetig  wird,  und  im  Un- 
endlichen mindestens  wie  .i~*~'*  verschwindet,  wobei  t  beliebig  klein  und 
positiv  ist. 

Sehr  ähnliche    Resultate   lassen  sich   für  die  Laguerreschon   Polynome 
ableiten,  die  als  Xenner  der  Näherungsbrüche  bei  der  Entwickelung  der  Reihe 
I  1         2!       8! 

X  x*  x"  .r'  ~^ 
in  einen  Kettenbruch  definiert  werden  können.  Sie  dienen  dazu,  willkürliche 
Funktionen  auf  der  Strecke  von  0  bis  —  oo  darzustellen ,  und  man  erhält 
ähnliche  Resultate  wie  bei  den  Hermiteschen  Polynomen,  wenn  man  auch 
die  Laguerreschen  als  Eigenfunktionen  eines  Kernes  mit  unstetiger  Ableitung 
im  Gebiet  von  0  bis  —  oo   daistellt. 

§  48.     Betreffs  der  hier  und  weiterhin   benutzten  Sätze  der  Potential- 
theorie sei  auf  die  zu  §  40  zitierte  Abhandlung  von  Plemelj  verwiesen. 

§  49.     Schmidt,  Zur  Theorie  der  linearen  und  nichtlinearen  Integral- 
gleichungen.    Math.  Annalen  G4,  1907. 

§  50.     Picard,  Sur  quelques  applications  de  l'equation  fonctionelle  de 
M.  Fredholm.     Rendiconti  del  circolo  inat.  di  Palermo  22,  1906. 

§§  52,  53.     Plemelj  s.  §  40. 

§  54.     Plemelj,  Zur  Theorie  der  Fredholmschen  Funktionalgleichung. 
Monatshefte  für  Math,  und  Phys.  15,  1904. 

§  56.     Die    allgemeine    Theorie    der    Fredholmschen    Reihen    wird    in 
folgenden  neueren  Abhandlungen  fortgebildet: 

Goursat,  Recherches  sur  les  equations  integrales  lineaires.   Annales  de 
la  faculte  des  sciences  de  Toulouse  (2)  10,  1908. 

J.  Schur,   Zur  Theorie  der  linearen   homogenen   Integralgleichungen. 
Math.  Annalen  60,   1909. 


Literarische    Notizen.  243 

Landsberg,  Theorie  der  Elementarteiler  linearer  Integralgleichungen. 
Math.  Annalen  69,  1910. 

§  57.     Darboux,  Memoire  sur   Fapproximation   dea  fonctions   de  tres 
grands  nombres.     Journal  de  math.  (3)  4,  1878. 

Kneser,  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Integralgleichungen.    Rendiconti 
del  circolo  mat.  di  Palermo  32,  1906. 


Als  zusammenfassende  Darstelhuigen  der  Theorie  seien  erwähnt: 
Böcher,  An  introduction  to  the  study  of  integral  equations.   Cambridge 
Traets  Nr.  10,  Cambridge  1909. 

Kowalewski,  Einführung  in  die  Determinantentheorie  einschließlich 
der  unendlichen  und  der  Fredhol mschen  Determinanten,  Kap.  18,  19, 
Leipzig  1909. 


Verlag  von  Friedr.  Vieweg  &  Sohn  in  Braiinschweig 


Lelirbucli  der  Physik. 

Von 

O.  D.  Chwolson, 

Prof.  ord.  an  der  Kaiserlichen   Universität  zu  St.  Petersburg. 

In  vier  Bänden, 

I.  Band :  Einleitung.  Mechanik.  Einige  Meßinstrumente  und  Meßmethoden. 
Die  Lehre  von  den  Gasen,  Flüssigkeiten  und  festen  Körpern.  Übersetzt 
von  H.  Pflaum.     Mit  412  eingedruckten  Abbild.     1902.     (XX  u.  792  S.) 

.H>  12.  — ,  geb.  in  Halbfranz  M  14.  — . 

II.  Band:  Lehre  vom  Schall  (Akustik).  Lehre  von  der  strahlenden  Energie. 
Übersetzt  von  II.  Pflaum.  Mit  G58  Abbildungen  und  3  Stereosko]i- 
bildern.     1904.     (XXII  u.  1056  S.) 

M  18.  — ,  geb.  in  Halbfranz  Ji,  20.  — . 

III.  Band:  Die  Lehre  von  der  Wärme,  übersetzt  von  E.  Berg.  Mit  259  ein- 
gedruckten Abbildungen.     1905.     (XI  u.  988  S.) 

M,  16.  — ,  geb.  in  Halbfranz  Jb  18.  — . 

IV.  Band:  Die  Lehre  von  der  Elektrizität.  Übersetzt  von  H.  Pflaum.  I.Hälfte. 
Mit  .330  eingedruckten  Abbildungen.    1908.    (XII  u.  915  8.) 

.#  16.  — ,  geb.  in  Halbfranz  Ji,  18.  — . 

Die  2.  Hälfte  des  IV.  IJandes  (Schluß  des  Werkes)  erscheint  demnächst. 


„Wir  haben  hier  eines  der  besten  größeren  Lehrbücher  der  Physik, 
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ansehen.  Dabei  kommen  stets  die  modernsten  Anschauungen  zum  Wort,  ja 
Herr  Professor  Ostwald  äußert  sich  dahin,  daß  das  Werk  von  Chwolson 
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Verfassern  herrühren.  Es  wird  sich  auch  unter  den  deutschen  Physikern 
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matik und  Physik,  XIV.  Jahrgang,  1903,  4.  Heft. 


Verlag  von  Friedr.  Vieweg  &  Sohn  in  Braunschweig. 

MüUer-Pouillets 

Lehrbuch  der  Physik 

und  Meteorologie. 

In  vier  Bänden. 

Zehnte  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  herausgegeben  von 

Prof.  Dr.  Leop.  Pfaundler. 


Unter  Mitwirkung  von  Prof.  Dr.  O.  Lummer-Breslau  (Optik  und  strahlende 
Wärme),  Dr.  K.  Drucker-Leipzig  (AAolekularphysik),  Prof.  Dr.  A.  Wassmuth- 
Qraz  (Thermodynamik  und  Wärmeleitung),  Hofrat  Prof.  Dr.  J.  Hann-Wien 
(Meteorologie),  Prof.  Dr.  W.  Kauf  mann -Königsberg  (Elektrizitätslehre),  Prof. 
Dr.  A.  Coehn-Göttingen  (Elektrochemie),  Dr.  A.  N  ippoldt-Potsdam  (Erd- 
magnetismus und  Erdelektrizität). 

Mit   über   3000    Abbildungen    und   Tafeln,    zum    Teil    in    Farbendruck. 


1.  Band:   Mechanik    und  Akustik  von  Professor  Dr.  Leop.  Pfaundler 
Geheftet  J(,  10,50,  gebunden  in  Halbfranz  Ji,  12,50. 

IL  Band:  Die  Lehre  von  der  strahlenden  Energie  (Optik)  von 
Prof.  Dr.  Otto  Lummer.    Geheftet  Jd  24,—,  gebunden  in  Halbfrz.  ./6  27,—. 

IIL  Band:  Wärmelehre,  Chemische  Physik,  Thermodynamik  und 
Meteorologie  von  Prof.  Dr.  L.  Pfaundler,  Privatdoz.  Dr.  K.  Drucker, 
f^rof.  Dr.  A.  Wassmuth,  Hofrat  Prof.  Dr.  J.  Hann.  Geheftet  J(,  16,—, 
gebunden  in  Halbfranz  Ji,  18, — . 

IV.  Band:  Erste  Abtei!.:  Magnetismus  und  Elektrizität  von  Professor 
Dr.  Walter   Kaufmann    und    Prof.    Dr.  Alfred   Coehn.     Geh.  Jfe  13,—. 


Das  altberühmte  Buch  genießt  längst  den  Ruf,  das  beste  populäre  Lehr- 
buch der  Physik  zu  sein,  dem  anerkanntermaßen  keine  andere  Nation 
ein  gleichartiges  Werk  zur  Seite  zu  stellen  vermag.  Es  ist  seit  seinem  ersten 
Erscheinen  in  den  Kreisen  der  Physiker,  Astronomen,  Naturhistoriker,  AAedi- 
ziner,  Pharmazeuten,  Lehrer,  Techniker,  Elektrotechniker,  Mechaniker,  Optiker, 
Agronomen,  Industriellen,  sowie  Forst-,  Berg-  und  Hüttenleute  und  aller  Lieb- 
haber der  Physik  so  eingebürgert,  daß  es  einer  weiteren  Empfehlung  nicht 
bedarf.  Es  ist  Vorsorge  getroffen,  daß  der  Schluß  des  vierten  Bandes  bald- 
möglichst nachfolgen  wird. 


Verlag  von  Friedr.  Vieweg  &  Sohn  in  Braunschweig. 


Abbe,  Ernst,  Die  Lehre  von  der  Bildentstehung  im  Mikroskop.    Bearbeitet 

und  herausgegeben  von  Otto  Lummer  und  P^ritz  Reiche.     Mit  57  Ab- 
bildungen und   einem   Bildnis  Ernst  Abbes.     XII,  108  S.     gr.  8".     IQIO. 

^H>  5, — ,  in  Lnwdbd.  Jd  6, — . 

Biert-nes,  Prof.  V.,  Die  Kraftfelder.    Mit  29  Abbild.  XVI,  174  S.    8".    1909. 
l>fe  Wissenschaft",  Heft  28.)  M  7,—,  in  Lnwdbd.  M  7.8o. 


B 


Fr..  Theoretische  Telegraphie.    Mii  216  Abbild.    XV,  432  S. 
910.     (Telegraphen-   und  Fernsprec',       \.iik  in  Einzeldarstellungen", 


M  ir-i^O,  in  Lnwdbd.  M  19, — ■ 


Kneser,  Adolf 

Die  Integralgleichungen 


Ma< 


Orli. 


Physic*!  & 

Applied  Sei. 


Sc 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


UNiVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


^aHe.i.ot 

i^sbeso: 
Theorie 
gleich 
42  Figi 

Wer  nicke, 

Mit  9J  . 
Heft  13. 


! 


[I 


ÜIIhlMlüM'll! 


Ijjjj 

1^1 


1    I 


I 


Hl 


I 


tinii![;!i!lii!l  i 


IM  Mi 


i  iililr 


!         -1    t        ! 


iillililiii! 


